POLI PPy
[TECH) < P

Politechnika x\ -
Czestochowska ”

Jolanta Pozorska
Izabela Zamorska

Elementy
matematyki
dyskretnej

[+~ )
Czestochowa 2022



Politechnika Czestochowska

Jolanta Pozorska, l1zabela Zamorska

Elementy matematyki dyskretnej

Podrecznik akademicki

[v))

Wydawnictwo Politechniki Czestochowskiej

Czestochowa 2022



Recenzent
dr hab. Grazyna Rygat

Redakcja
Joanna Jasinska

Redakcja techniczna
Robert Swierczewski

Projekt oktadki
Dorota Boratyriska

ISBN 978-83-7193-931-0
e-ISBN 978-83-7193-932-7

© Copyright by Wydawnictwo Politechniki Czestochowskiej, Czestochowa 2022
© Copyright by Jolanta Pozorska, Izabela Zamorska, Czestochowa 2022

©@O®

Publikacja udostepniona na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa —
Uzycie niekomercyjne 4.0 Miedzynarodowa (CC BY-NC 4.0)
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

Wydawnictwo Politechniki Czestochowskiej, 42-202 Czestochowa, al. Armii Krajowej 36 B
redakcja tel. 34 325 04 80, dystrybucja tel. 34 325 03 93
e-mail: wydawnictwo@pcz.pl, www.wydawnictwo.pcz.pl



Elementy matematyki dyskretnej

Spis tresci

Stowo wstepne

1. Funkcje catkowitoliczbowe

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

1.10. Wskazdéwki i odpowiedzi do zadan

Funkcje podtoga i sufit

Wtasnosci funkcji catkowitoliczbowych

Réwnania, nieréwnosci, uktady rownan

Zadania rézne

Utamki farnicuchowe

Wz6r Legendre’a

Ciekawe state i wzory prowadzgce do liczb pierwszych
Inne zastosowania

Zadania do rozwigzania

1.11. Literatura

2. Indukcja matematyczna i rekurencja

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.

3. Relacje. Relacja kongruencji

3.1
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

4. Wybrane zagadnienia teorii graféw

4.1.
4.2.
4.3.

Twierdzenie o indukcji matematycznej

Rekurencja

Zadania do rozwigzania

Wskazowki i odpowiedzi do zadan

Literatura

Relacje

Relacja kongruencji

Odwracalnos¢ kongruencji

Wybrane twierdzenia dotyczace kongruencji

Wybrane testy pierwszosci

Wykrywanie i korygowanie btedéw

Zadania do rozwigzania

Wskazowki i odpowiedzi do zadan

Literatura

Grafy rzadzg Swiatem?

Podstawowe definicje. Niezmienniki izomorfizmu

Grafy eulerowskie i hamiltonowskie

N NN O

10
12
13
14
15
16
17
19
19

21
21
30
34
36
37

39
39
43
51
52
58
60
61
66
68

70
70
71
79



Spis tresci

4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

Grafy dwudzielne

Drzewa

Zadania do rozwigzania

Wskazowki i odpowiedzi do zadan

Literatura

. Elementy teorii kodowania. Kod Huffmana

5.1.
5.2.
5.3.
5.4,
5.5.
5.6.

Wybrane aspekty kodowania informacji
Kod prefiksowy

Kod Huffmana

Zadania do rozwigzania

Wskazowki i odpowiedzi do zadan

Literatura

83
84
88
91
92

94
94
94
96
102
104
104



Elementy matematyki dyskretnej 5

Stowo wstepne

Matematyka dyskretna jest fascynujagcym dziatem matematyki, zlepkiem innych
dziatéw, ewoluujgcym od wiekdw. Interesowali sie nig juz starozytni, lecz najwiek-
szy rozwoj matematyki dyskretnej przypada na wiek XX n.e. Caty czas sie rozwija
i wymaga ciggtej aktualizacji wiedzy, przez to wcigz mozna na nowo jg odkrywac.
Znamy juz sporo jej zastosowan, a ile jest jeszcze nieodkrytych? Wcigz wiele pytan
zostaje otwartych, wiele twierdzen i lematow nieudowodnionych.

Podrecznik Elementy matematyki dyskretnej przeznaczony jest nie tylko dla studen-
téw kierunku informatyka, ale réwniez dla wszystkich pasjonatéw matematyki dys-
kretnej. Mamy nadzieje, ze kazdy znajdzie co$ interesujgcego dla siebie. Zdajemy
sobie sprawe z tego, ze omawiane tematy nie zostaty przedstawione w sposdb
wyczerpujacy, przyznajemy, ze byt to wybér subiektywny, ale mamy nadzieje,
ze jednak wystarczajacy.

Dziekujemy Autorom zadan, ktdre pojawity sie w podreczniku, a ktérych nieswiado-
mie nie zacytowatysmy.

Na koncu chciatySmy szczegdlnie podziekowac Profesorowi Zbigniewowi Doman-
skiemu, ktory zapoczatkowat naszg przygode z matematyka dyskretna.

Autorki
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Rozdziat 1

Funkcje catkowitoliczbowe

1.1. Funkcje podtoga i sufit

Podtoga (z ang. floor function): |x] — najwieksza liczba catkowita mniejsza lub
rowna x dla dowolnego x € R. Podtoga czesto zwana jest czescig catkowitg, cecha
lub entier. Oznaczana jest réwniez jako [x] lub E (x).

Sufit (z ang. ceiling function), cecha gérna: [x] — najmniejsza liczba catkowita
wieksza lub réwna x dla dowolnego x € R.

Funkcje podtoga i sufit przyporzgdkowujg kazdej liczbie rzeczywistej podtoge
lub sufit bedace wartosciag ze zbioru liczb catkowitych. Funkcje podtoga i sufit sg
niemalejgce.

Cze$¢ utamkowa, mantysa: (x) = x — [x], (x) € [0, 1). Cze$¢ utamkowa jest row-
niez oznaczana przez {x}. Spetnia ona nieréwnosci 0 < (x) < 1. Czes$¢ catkowita
jest funkcja okresowgq o okresie zasadniczym 1.

1.2. Wiasnosci funkcji catkowitoliczbowych

Z okreslenia liczby | x| wynika, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spetnione s3
nieréwnosci [1]

x| <x<|x]+1 (1.2)

Podobna wtasnos¢ jest dla cechy gérnej

[x] -1 <x < [x] (1.2)
Dodatkowo
[x] < x < [x] (1.3)

Réwnos¢ zachodzi tylko dla catkowitych x [2]
lx] = [x] =x (1.4)

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y takich, ze [x] = |y|, zachodzi nieréwnos¢

(3]
[x—y| <1 (1.5)
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Dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby catkowitej n zachodzg réwnosci

(2]

lx+n|=[x]+n (1.6)
[x+n]=[x]+n
(x +n) =(x)

Funkcje podtogi, sufitu i czesci catkowitej sg idempotentne dla dowolnej liczby
rzeczywistej x [2]

|Lxl] = Lx] (1.7)
[[x1] = [x]

({x)) = (x)

| jeszcze dwie wtasnosci rowniez spetnione dla dowolnej liczby rzeczywistej x

L[x1] = [x] (1.8)
[lx]] = [x]

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y spetnione sg nieréwnosci [1, 2]

lx +y| = [x] + |yl (1.9)

x| +lyl < lx+yl < x|+ 1yl +1
[x]+ [y -1 <[x+yl <I[x] + ]yl
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzg réwnosci [3]

|—x| = {—[x] dlaxeZz

—|lx]—-1 dlaxe¢Z (1.10)

Przyktad 1.1

Obliczyé podtoge dla liczb ze zbioru {—0.5,0.5, 1.5, e}.
|-0.5] = -1

[0.5] =0

[1.5] =1

le] =2

Przyktad 1.2

Obliczy¢ sufit dla liczb ze zbioru {—0.5, 0.5, 1.5, 7t}
[-0.5]=0

[05]=1
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[1.5] =2

[7] =4

Przyktad 1.3

Obliczy¢ czes¢ utamkowsa dla liczb ze zbioru {—0.5, 0.5, 1.3}.
(=0.5) = —0.5—|—0.5] = —0.5+1 =05

(0.5) = 0.5—[0.5] =0.5—0 = 0.5

(1.3) =13-113]=13-1=0.3

Przyktad 1.4

Obliczy¢:

s+l =B =
s+l =1 =
Lo - -2
- -

W [4] przedstawiono wzdr, za pomocg ktdrego mozna ustali¢ liczbe liczb catkowi-
tych w podanych przedziale rzeczywistym.

Liczba liczb catkowitych w przedziale [a, b] wynosi

|b] = [a] +1 (1.11)
Przyktad 1.5

lle jest liczb catkowitych w przedziale [—Ze, 4?7:]?
[‘*3—"]—[—2e]+1=4—(—5)+1=10

Przedziat zawiera 10 liczb catkowitych.

Przyktad 1.6
Wykazaé okresowos¢ funkgji f(x) = x — |x]. Wyznaczy¢ okres podstawowy [5].

Do wykazania okresowosci postuzy Wzér 1.6 |x + n]| = | x| + n spetniony dla kazdej
liczby rzeczywistej x i kazdej liczby catkowitej n.

fx+n)=x+n)—|x+nl=0C+n)—(x]+n)=x—|x] = f(x)

Funkcja f (x) jest okresowa. Okresem podstawowym jest 1.
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1.3. Réwnania, nierownosci, uktady réwnan

Przyktad 1.7

x+3 7x+5
Rozquac rownanie T = 7 |

Ze Wzoru 1.1 wynika, ze

2x+3 7x+5 2x+3
3S4 +1

Rozwiazujac nierownos¢, otrzymuje sie

3
13

Po przeksztafceniach nierownosc¢ przyjmuje postac
33 _ 2x+3 _ 57
39 3 39

Do przedziatu [% g) nalezy tylko jedna liczba catkowita 1, stad liczba —2x3+3

moze przyjmowac tylko te wartosc.

2x+3
3

=1

Z réwnania wynika, ze x = 0.

Przyktad 1.8

x+1 4x+3
Rozquac réwnanie T = l - J

Ze Wzoru 1.1 czesci catkowitej wynika, ze

3x+1 4x+3 3x+1
<

e = +1

Rozwigzujgc nieréwnos¢, otrzymuje sie
—27<x<8

Po przeksztatceniach nieréwnos¢ przyjmuje postac
3x+1

—-16 < <5

Do przedziatu (—16, 5] nalezy 21 liczb catkowitych, stad liczba % moze przyjmo-
wac wszystkie 21 wartosci.

3x+1
5

3x+1 3x+1 3x+1 3x+1 3x+1

= —15, = —14, = —13, =-12,..,

76 71 66 61 19

3T T T
A . . . 5 81

zéw ciagu liczbowego o wyrazie ogdlnym a,, = P’ dan€{1,2,3,..,21}.

Z réwnan wynika, ze x € {— 8 }, czyli jest to 21 wyra-

Wiecej rownan podobnych do Przyktadow 1.7 i 1.8 mozna znalez¢ w [3, 6, 19].
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Przyktad 1.9
Rozwigzac rdwnanie:
|2x*] — |21x3] + |74x?%] — |105x] + 50 = 25(x)

Lewa strona réwnania jest na pewno liczbg catkowity. Prawa strona réwnania tez
musi by¢ liczba catkowita. Z zaleznosci 0 < (x) < 1 wynika, ze jedyna liczba catko-
witg jest (x) = 0.

Zadaniem jest rozwigzanie rdwnania
2x* — 21x3 + 74x% — 105x + 50 =0

w zbiorze liczb catkowitych, gdyz z powyzszych wnioskow wynika, ze x jest liczbg
catkowita.

Rozwigzanie catkowite rdwnania musi naleze¢ do zbioru (pominieto w nim liczby
wymierne, ale niecatkowite) x € {—1,1,-2,2,-5,5,—10,10,—25,25,—-50,50}.
Po sprawdzeniu tylko trzy liczby catkowite ze zbioru spetniajg rdwnanie. | sg to
{1,2,5}. Liczby te sg jednocze$nie rozwigzaniem wyjsciowego rownania w zbiorze
liczb rzeczywistych.

Przyktad 1.10

Rozwigzaé réwnanie —2x2 + 11|x| — 12 = 0 dlax € R, [6].
Korzystajgc z nieréwnosci | x| < x, otrzymano nierdwnos¢
—2x%4+11x—12 > -2x2+11|x] - 12=0

Rozwigzujgc nieréwnos¢, otrzymano E, 4].

Zatem |x] € {1,2,3,4}.

Po podstawieniu do réwnania wyjsciowego kolejnych liczb z powyzszego zbioru

otrzymano zbidr rozwigzan {\/g, \/%, 4}.

Przyktad 1.11

Rozwigzac uktad réwnan:

S5x —y+|z| =—-4
2]+ lyl+z=3
—2|x] + 2y —3|z| = -3
Z réwnania drugiego mozna wnioskowac, ze liczby |x] i |y] sa catkowite, wiec liczba

z tez musi by¢ catkowita, stad |z] = z. Podobnie w przypadku réwnania trzeciego,
liczba y musi by¢ catkowita |y| = y. Z pierwszego réwnania wynika, ze liczba x jest
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catkowita, w takim razie |x] = x. Podstawiajgc wszystkie powyzsze zaleznosci do
wyjsciowego uktadu, otrzymano uktad

S5x—y+z=-4
2x+y+z=3
—2x+2y—3z=-3

Rozwigzaniem przeksztatconego uktadu oraz wyjsciowego jest trojka liczb
(x,y,2) =(-1, 2, 3).

Wiecej podobnych przyktadéw mozna znalezé w [3].

1.4. Zadania rozne

Liczba cyfr liczby n wyraza sie wzorem
S(n) =|logn| +1 (1.12)
gdzie |logn| jest czescig catkowita logn.

Przyktad 1.12

Dane sg liczby 22099 j 52009 \y zapisie dziesietnym. Liczby te zapisano jedna za

druga, tworzgc w ten sposdb pewng liczbe naturalng a. lle cyfr ma liczba? [6].

Liczba cyfr zadanej liczby wynosi

S(a) = §(22999) + §(52009) = [log 22999 + 1 + |log 52°%°| + 1 =
=12009-log 2] + 12009 -log5] + 2

Nastepnie korzystajgc ze Wzoru 1.1 dla kazdej czesci catkowitej osobno i dodajac
nierdwnosci stronami, otrzymuje sie

2009-log2 4+ 2009-log5 < S(a) <2009-log2 + 2009-log5 + 2
Po przeksztatceniu uzyskuje sie

2009 < S(a) < 2011.

Liczba ma 2010 cyfr.

Przyktad 1.13
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba lnTHJ +3n—2-(—1)" jest
podzielna przez 7 [7].

Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki. Dla liczb postacin = 2k orazn =2k + 1, dla
kEN.
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Jezelin = 2k, to lnTHJ +3n—2-(—1)" = |k + 2]+ 6k — 2 = 7k. Liczba jest po-
dzielna przez 7, poniewaz jeden z czynnikdw jest podzielny przez 7, a drugi czynnik
jest naturalny.

Jeielin=2k+1,tolnT+4J+3n—2-(—1)”=[k+2,5j+6k+3+2=7k+7.

Liczba jest podzielna przez 7, poniewaz kazdy sktadnik sumy jest podzielny przez 7.

Przyktad 1.14

Uproscié¢ sume l2+2x/5J + l3+3\/§J + l4+4ﬁJ + o lnhﬁ_‘J [71.

n

k+Vk <2

Dla kazdej liczby naturalnej k nie mniejszej od 2 zachodzg nieréwnosci 1 <

k+Vk
k

Stad l J = 1. Mozna wnioskowa¢, ze sumawynosin —1dlan € Nin > 2.

1.5. Utamki tancuchowe

Kazdg liczbe niewymierng da sie przedstawi¢ w postaci nieskoriczonego prostego
utamka okresowego. Algorytm do przedstawienia liczby rzeczywistej w postaci
prostego utamka okresowego zaczerpnieto z [8].

Twierdzenie 1.1 (algorytm rozwiniecia liczby w utamek tancuchowy)

Niech x = x, bedzie liczbg rzeczywistg. Wéwczas x mozna przedstawi¢ w postaci

prostego utamka taricuchowego [q¢, 41,92, - » Gn» Gn+1 | Za pOMoca nastepujace;j
procedury
1
= , X1 = )
qo = |xol 1= o
= x| Xy = —
q1 1l e
1
dn = lxnl, Xn+1 = PR
1
Gn+1 = | Xn41l, Xn+2 =

)
Xn+1~qn+1

gdzie liczby qq, 91, q32, -.- to mianowniki czesciowe, a xg, X1, X3, ... to petne ilorazy
utamka faricuchowego.
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Przyktad 1.15

Przedstawi¢ w postaci utamka taricuchowego liczbe V5. Poda¢ dtugos¢ okresu
utamka faicuchowego.

Zgodnie z Twierdzeniem 1.1

qo = |V5] =2 x=xy=15

1 1
ql—l\/5+2]—4 Xl—m——g_z—VS‘l‘z

1 1 1
@=V5+2=4 «x =TT FS_Z—\/5+2

1 1 1
@=V5+2=4 x3 Dy i FS_Z—\/5+2

Zatem
V5=24——=1[2,4]

44+

Dtugosé okresu utamka faricuchowego wynosi 1.

1.6. Wz6r Legendre’a

Wzér Legendre’a [9] to wzor na wyktadnik (v, (n!)) najwigkszej potegi liczby pierw-
szej p, ktéra dzieli n! dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n

vp(nl) = £24 |7 (113)
Jesli pi >n, to l&J =0

Czynnik p wystepuje w rozktadzie n! doktadnie ;2 ; l&] razy (lemat Legendre’a).

Przyktad 1.16

Zastosowac wzor Legendre’a dlan = 10.
Rozktad na czynniki pierwsze liczby 10!
10! =28.3%4.52.71

Mozna teraz sprawdzié, czy rzeczywiscie czynniki 2, 3,5, 7 wystepujg w rozktadzie
10! odpowiednio 8, 4, 2, 1 razy. Do tego postuzy wzor Legendre’a:
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0= 7 3] - 2] 2] 2 ]+ 2 3 - -

spetniaja warunek: 2i>10, to lgjzo

000 2 2 2 [ [ +1 -

spe}nla]q warunek:
3i>10, to |3¢|=0
2 i

(00 =3[ = 3]+ [g]+- =2
spe{ma]q warunek:
5i>10, to [1—?J=0

o =[] [ee -
spe{ma]q warunek:
7i>10, to [%J:o

W?zér Legendre’a oraz jego zastosowania przedstawiono réwniez w [10].

1.7. Ciekawe state i wzory prowadzace do liczb pierwszych
Istniejg zaleznosci, ktére dla kazdej liczby naturalnej dodatniej, dla pewnych
statych, zaokraglone w dét do liczb naturalnych, sg liczbami pierwszymi.

Pierwszg takg statg jest stata Millsa. W teorii liczb stata Millsa [11] jest definiowana
jako najmniejsza dodatnia liczba rzeczywista A, ktérej czes¢ catkowita jej podwdj-
nej wyktadniczej wartosci jest liczbg pierwszg dla wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n.

|4 (1.14)

Stata Millsa to A = 1.3063... . Liczby pierwsze generowane przez statg Millsa
nazywane sg liczbami Millsa. Jesli hipoteza Riemanna jest prawdziwa, cigg liczb
pierwszych Millsa zaczyna sie nastepujgco: 2,11,1361, ....

Toth udowodnit, ze czesé catkowita we Wzorze 1.14 moze by¢ zastgpiona funkcjg
sufitu, wtedy istnieje stata, dla ktérej

[B7"] (1.15)

jest takze liczbg pierwszg dla r > 2.106... . W przypadku r = 3 wartos¢ B =
= 1.2405 .... Liczby pierwsze generowane ze Wzoru 1.15to: 2,7,337, ....

Bez zatozenia hipotezy Riemanna, Elsholtz udowodnit, ze liczba

410" (1.16)
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jest pierwsza dla wszystkich liczb naturalnych dodatnich, gdzie A =
1.00536773279814724017. Podobnie liczba

B3| (1.17)

jest pierwsza dla wszystkich liczb naturalnych dodatnich, gdzie B =
3.8249998073439146171615551375.

Jest réwniez liczba w = 1.9287800 ..., dla ktérej liczby |2¢], [ZZwJ, lZZZwJ,...
sg pierwsze [12].

Z twierdzenia Wilsona, przedstawionego w [12], wynika, ze
_yn  |U-DH1 |G-
mn) = 1=2[ j l j JJ

gdzie m(x) jest liczba liczb pierwszych mniejszg lub réwna x.

Zadna z zaleznosci podanych w Podrozdziale 1.7 nie ma praktycznego zastosowania.

1.8. Inne zastosowania

Liczba ciggéw bez powtarzajacych sie znakéw

Liczbe tancuchéw (stringdw), o dowolnej dtugosci, w ktérych zaden znak sie nie
powtarza [13], przedstawia wzor

(Mo + (M)g + -+ (), = |en!] (1.18)
gdzie:
n — jest liczbg liter w alfabecie angielskim (jest ich 26), n > 0

(n), — silnia dolna (n), =n(n—1)..(n—k + 1) oznacza liczbe tarcuchdéw
o dtugosci k, w ktorych zaden charakter nie wystepuje dwa razy i wiecej

e — liczba Eulera, e = 2.718 ...
Dlan = 26, liczba stringdéw jest rowna 1096259850353149530222034277.
Operator mod

Reszta z dzielenia x przez y
x(mody)=x—y EJ (1.19)

gdzie x jest dowolng liczbg catkowita, a y jest dodatnig liczba catkowita. Wiecej
na temat operatora modulo w [14].
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Przyktad 1.17

Obliczy¢ reszte z dzielenia:

a)111@mM7)=111—7-F§ = 111-7-15=111— 105 = 6
b) —58(mod3)=—58—3-l_758 = —58—3-(=20) = =58 + 60 = 2

1.9. Zadania do rozwigzania
1. Obliczy¢:
a) |—el, |—1.4],10], [2.7]
b) [—ml, [e], [-0.7], [0], [-2.7]
) l% + l%J + l_ %JJ’ l% + [_ 1_18] + [1_18”' [20122 ' [20122] + [20122”
d) (—0.25), (0.25), (—2.52), (2.52)
2. Funkcja o wzorze f(x) = x — |x], x € R [15]:

a) jest okresowa,

b) jest ograniczona,

c) przyjmuje najwiekszg wartosc.

Wybierz poprawng odpowiedz.
3. Sporzadzi¢ wykresy funkcji:

a) f(x) = —|x] +2

b) f(x) = —|x—3]

c) f(x) = Ix|?

d) f(x) = |x?]

e) f(x) =x? —[x?|

f) fO) = (x—xD?

g fO) =1
h £ = 3]
) 0 = (0

) Q) =(x?)
k) f(x) = x+ (x) + |x| + |x| [5]
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4.

o

(o]

o

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.
17.

18.

19.

Wyznaczy¢ wszystkie miejsca zerowe funkgcji (o ile istniejg) [16]:

£(x) ={x+ x|, gdyxeZ

x—(x), gdyx¢Z

. Zbadad¢, ktére z podanych nizej funkcji sg okresowe. Znalez¢é okres podstawowy

funkcji [17]:

a) f(x) = Ix|

b) f(x) = Ix] —x

c) f(x) =2x—2|x]

d) f(x) =2x —|2x]

e) f(x) =x?—[x?|

Rozwigzac réwnanie sin (g + l:—xJ) = % [18].

Rozwigzaé réwnanie |x3]| — [5x2| + |2x] + 8 = (x) [3].

. Rozwigzaé réwnanie [x3] — [4x?| + |x]| + 6 = —(x).
. — . |5x+6| _ 3x-1
Rozwigzac rdwnanie l " J == [6].
. ., . |x]—x
Rozwigzac¢ rownanie 1 — |x + 1| = Hdla x €ER [6].

Rozwigzac réwnanie EJ + EJ = 1995 w zbiorze liczb N [6].
Rozwigzaé réwnanie x3 = |x| w zbiorze liczb R [6].
Rozwigza¢ réwnanie [2¥] = x2 w zbiorze liczb R [6].
Rozwigza¢ réwnanie x? — 6|x] — 7 = 0 w zbiorze liczb R [6].

x| +y—2]z] =1
Rozwigzac¢ uktad rownans x+y—|z| =2 [2].
3lx] — 4|yl +z=3

Naszkicowaé na ptaszczyznie zbior C = {(x, y): |x] + ly] = 2}.
Narysowac w uktadzie wspotrzednych zbior punktéw spetniajgcych warunek
(x—lxD*+ (- lyD*=1 [6].

Przedstawié liczbe w postaci utamka taricuchowego. Podaé dtugosé okresu
utamka faicuchowego.

a) V2 b) V3 c) V6 d) V10

Obliczy¢ reszty z dzielenia:

a) 337 (mod 11) b) —251 (mod 13)



Funkcje catkowitoliczbowe 19

1.10. Wskazowki i odpowiedzi do zadan

2. a) b)
4. x€ Z U (0;1)
5. a) Nieokresowa
b) Okresowa o okresie podstawowym réwnym 1

c) Okresowa o okresie podstawowym réwnym 1
d) Okresowa o okresie podstawowym réwnym%
e) Nieokresowa
6. x >=
6

7. Réwnanie w liczbach catkowitych przyjmuje postaé¢ x3 —5x% —2x +8 = 0.
Réwnanie nie ma rozwigzan catkowitych, stagd wyjsciowe réwnanie réwniez
nie ma rozwigzan rzeczywistych.

8. {-1,2,3}

9. Réwnanie ma 6 rozwigzan.

10. {0, -2, —/5}

12. V4

13. {2,v/2,V3}

14. {—1,/43,7}

15.(2,1,1)

18.a)[1,2] b)[1,1,2] ¢)[2,2,4] d)[3,6]
19.a)7 b) 9
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Rozdziat 2

Indukcja matematyczna i rekurencja

2.1. Twierdzenie o indukcji matematycznej

W matematyce wiele wtasnosci, twierdzen dotyczy liczb naturalnych. Dowodzenie
tych twierdzen opiera sie na dedukgji (jak i cata matematyka). Wychodzac od zasady
minimum, moéwiacej, ze kazdy niepusty podzbidr zbioru liczb naturalnych ma
element najmniejszy, wykazuje sie prawdziwos¢ twierdzen przy pomocy indukcji
matematyczne;.

Pierwszym opublikowanym dowodem indukcyjnym byt (w drugiej potowie XVI wieku)
dowdd stwierdzenia, ze suma kwadratéow n kolejnych dodatnich liczb nieparzystych
jest rowna kwadratowi ich liczby. Przedstawit go wioski matematyk Francesco Mau-
rolico (,,Arithmeticorum libri duo”).

Na czym polega dowdd indukcyjny?

Sktada sie on z dwdch, rownie istotnych, etapow.

Pierwszy z nich: sprawdzenie (S) prawdziwosci twierdzenia dla poczgtkowych
wartosci, na ogét jest bardzo prosty, ale niezbedny dla kompletnosci rozumowania.
Kolejnym etapem jest zatozenie prawdziwosci twierdzenia dla pewnej ustalonej,
ale dowolnej, liczby naturalnej (zatozenie indukcyjne (ZI)) i wykazanie, ze dla kolej-
nej wartosci argumentu twierdzenie réwniez jest prawdziwe (dowdd (D) tezy induk-
cyjnej (T1)).

W poprawnie przeprowadzonym dowodzie indukcyjnym nie moze zabrakngé
zadnego z tych etapéw.

Twierdzenie 2.1. (o indukcji matematycznej)

Niech T (n) bedzie twierdzeniem dotyczacym liczb naturalnych orazn, € N
(S) prawdziwe jest twierdzenie T'(ng)

(21) prawdziwe jest twierdzenie T (k) dla k = n,

(T1) prawdziwe jest twierdzenie T(k + 1) dlak +1 = n,

W zwigzku z tym, ze liczba k jest dowolng liczbg naturalng i twierdzenie dla k
oraz k + 1 jest prawdziwe, wnioskuje sie, ze jest prawdziwe dla dowolnej liczby
naturalnejn = n,

[T(no) A Vizn, T(k) = T(k+1)] = Vpsn, T(n) (2.1)
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Tematy indukcji matematycznej i rekurencji, w tym ciggéw Fibonacciego i Lucasa,
zostaty zaprezentowane ogdlnie lub bardziej szczegétowo w wielu pozycjach litera-
tury oraz zasobach Internetu (np. [1-9]). Przedstawione przyktady wykazanych
wtasnosci, a takze zadania pozostawione Czytelnikowi do samodzielnej pracy
zostaty zaczerpniete miedzy innymi z nastepujacych zrédet: [2, 3, 6-23].

Przyktad 2.1

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n zachodzi réwnos¢:

1'1+2'3+3'7+"'+n'(2n—1):(n_l).2n+1+2_n(nz+1)
(S):
n=1 L=1-1=1, P=0-22+2—12;2=1, L=P
n=2 L=1-1+2-3=7, P=1-23+2—22;3=7, L=P
(ZI)ZVREN_'_
1'1+2'3+3'7+'-'+k'(2k—1)=(k—1)-2k+1+2_k(k2+1)

(T): Yis1en,

1142343 7++k-(2F-1)+(k+1)- (2 -1)

gkt 4o _ (FD(A2)
2

(D):
1-1+2-3+3'7+---+k-(Zk—1)+(k+1)-(2k+1—1)

@D
= (k—1)- 29 42 =KDy (k1) (2641 - 1)

k(k+1)
2 (k+1)

=k-1+k+1)-2F1 42—
— k- 2kl 4 o _ KkAD+2(kH1)

2
— k- 2k+2 +2— (k+1)(k+2)

2

Przyktad 2.2

Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n i dowolnej liczby rzeczywistej
x zachodzi rownos¢:

1— x n x(x—1) T (_1)11 x(x—1)-(x-n+1) _ (_1)n (x—1)u.'(x—n)

1! 2! n! n!
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(S):

n= L=1-%=1-x P=—(x_1)=1—x, L=P
1! 1!
n=2 L=1-24XD_ g _x xx1)
- - 1! 21 1 2
_ —2(x-D+x(x-1) _ (x—-1)(x-2) _ (x-1D)(x-2) _
- 2 - 21 , P= 21 » L=P

(@): Vien, 1—= +x(x D 4o (mR XD Gt D) gy (oD )

k! k!
(T): Yir1en,

x(x 1)

_x Kk x(x=1)--(x—k+1) _a\k+1 x(x—1)(x—k+1)(x—k)
1 o 4 + -4+ (-1) —— — t (-1 D)
_ k+1 (x=1)-(x—k-1)
( 1) (k+1)!
(D):
_ f x(x 1) Kk x(x=1)-(x—k+1) k+1 X(x=1)-(x—k+1)(x—k)
1 ot + 4+ (-1) -t (-1 D!
(z1
— (_1\k (x—1)--+(x—k) _a\k+1 x(x—=1)(x—k+1)(x—k)
=D k! +(-1 (k+1)!
= E0C = 1) = Rk + 1) = x(x = 1) (= k + D = )]
(k“)'(x— D (x—k)k+1—x]
_ (_1)k+

x—-1D-x—kx-k-1)

(k+1)!
Przyktad 2.3

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby neN, prawdziwa jest nieréwnos¢:

logn! < log(n+1)!
n n+1

Nieréwnosc te, korzystajgc z wtasnosci logarytmdw, mozna zapisa¢ w innej postaci:

logn! < log(n+1)!
n n+1

(n+1)-logn! < n-log(n+ 1)!

n-logn! +logn! <n-logn!+n-log(n+ 1)
logn! <log(n + 1)"

n<m+1D"
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(S):
n=1 L=1'=1 P=2'=2, L<P
n=2 L=2!=2, P=32=9, L<P
(Z0): Ven, k! < (k+DF
(T): Vierren, (k+ D! < (k + 1)**
(D):
k+D!'=kl-(k+1D)<(k+D* (k+1) = (k+ 1)kt
@)
O

Przyktad 2.4

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby neN, zachodzi nieréwnosé:

4n
=<6

Prawg strone nieréwnosci mozna zapisa¢ w postaci: (27?) =

(S):

4 @

n=1 L=5=2 P=r5=2 L=P
- _ 4 — N C) L
n=2 L_m_4\/7_\/32, P=5n=6=

4k (2k)!
(21): vkeN+ m = (k)2

) 4k+1 (2k+2)!
(TI)' vk+1€N+ zm —_ [(k+1)!]2

(D):
4le+t A L A N S L N

(2n)!
(nH)?2

V36, L<P

(2K)! 2Vak2+4k-(k+1)

k1 2vk VKF1  2Vk ki1 vk+T 2\_\/.? k+1  — (kD2 (k+1)2

@n
< @t \/4k2+4k+1-(2k+2) _ QRIQ2k+1):(2k+2) _ (2k+2)!
= (k2 (k+1)2 - [(e+1)1]2 T e+ 1)12

Przyktad 2.5

Wykaza¢, ze dla kazdej liczby neN,,n = 2,k = 1,n > k zachodzi zwigzek:

() = G2+ (%)
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(S):

n=2k=1 L=(3%)=2 P=(+()=1+1=2 L=P

n=3,k=1 L=(3)=3 P=(})+(¢)=1+2=3, L=r

n=3,k=2 L=(3)=3 P=(3)+()=2+1=3, L=P

@): Veen, sricree () = (21) + (%)

(M): Vessen, szierer (G0) = (20) + ()

(D):

L=(%)= k'((tt:)!k)' - k'[t(ttklz!m!

P=( D)+ () = oot e

= ik iy [~ (= D) = ey e £ (k= D]
= e C+ D = et L= P

Przyktad 2.6

Korzystajgc z wtasnosci wykazanej w Przyktadzie 2.5, udowodnié, ze dla kazdej
liczby neN, prawdag jest, ze:

1+ + G +-+(L)+ () =2"
(S):
n=1 L=1+1=2 P=2'=2 L=P
n=2 L=1+2+1=4, P=22=4, L=P

@): Vien, 1+ )+ )+ + (K )+ (5)=2¢
(T): Virren, 14+ (5D 4 (30 4o (51) o (11) = 2042
(D):
1+ @ £ (K et @ +@

(6)+(5) (k)+() 1

=1+ +O+O+ D+ +(E)+ () +1
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11 () + O+ O+ Or -t (L) + () v 11

=2. 1+(’;)+(’;)+...+(k’il)+$ = 2. 2k — pk+1

()

(zn

Przyktad 2.7

Wykazaé, ze liczba 178 — 1716 jest podzielna przez 20.
Korzystajgc ze wzoru skréconego mnozenia, mozemy zapisac:
1780 — 1716 = (17*° + 178)(17%° — 179)

Liczba 17 i kazda jej naturalna potega sg nieparzyste, natomiast kazdy z czynnikéw
powyzszego iloczynu (suma i rdznica liczb nieparzystych) sg parzyste. Stad iloczyn
ten jest podzielny przez 4.

Aby wykazaé podzielnos¢ przez 20, nalezy jeszcze wykazac, ze liczba ta jest po-
dzielna przez 5.

Przyjmujac x = 178, otrzymuje sie: x1% — x?2 = (x° + x)(x° — x)

Wykazujac, ze istnieje taka liczna naturalna w, dla ktérej (n® + n)(n® —n) = 5w,
gdzie n jest dowolng liczbg naturalng, wykaze sie réwniez podzielno$é¢ dlan = x.

(S):

n=0 (0°+0)(0°-0)=0=5-0
n=1 1°+1)(1°-1)=2-0=0=5-0
n=2 (2°54+2)(2°-2)=134-30=5-204

Mozna zauwazy¢, ze podzielnos¢ przez 5 daje drugi czynnik iloczynu, a mianowicie:

n® — n. Nalezy to wykazac.

(Z1): Vieny Jeen k> —k =5t

(T): Vir1en, Jsev (k+1)°—(k+1) =5s

(D):
(k+1)°—(k+1)=k>+5k*+10k®+10k*+5k+1—-k—1

= k> —k+5k*+10k3+ 10k? + 5k =5 (t + k* + 2k3 + 2k* + k) = 5s
(ZD) 5(k*+2k3+2k2+k) s

Tak wiec w = 5t(n° + n), gdzie n jest dowolng a t pewng liczba naturalng zalezng
od wartoscin (np.t wynosiOdlan =0in =1, t wynosi 6 dlan = 2, t wynosi 48
dlan = 3, t wynosi 204 dlan = 4 itd.).

o
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Przyktad 2.8
Wykaza¢ wzér Newtona: V,pey (X + )" = Yoo (Z) xRy

(S):
n=20 L=(x+y)=1, P=(g)x°°=1

y
- — 1_ (1,10 o (1), 0,1 _
n=1 L=(x+y) =x+y, P—(O)xy +(1)xy =x+y
n=2 L=(x+y)*=x*+2xy+y?

P= (3) x2y0 + (i) xtyl + (g) x0y2 = x% + 2xy + y?

t _
(21): Yiken, =k (x+ )" = Xk=o (k) xt Ty

t+1 _
(TD: Yegiken, t2k (x +y)t*t = Ziﬂ)( k )le kyk

(D):

(e +9) = (49 () = (e +9) Thoo () 275"
zn

=¥yt (Ii) xtH1I-eyk gyt (Ii) xtkykt1

_ (8) Xt 4 (D Xty + o (1;) Xyt + (8) xty + (D xt1y? 4o 4 (D Nas
Zlf(=1(£)xt+1—kyk Z;fc—:%(;)xt—kykﬂ

_ (8) x4y (Ii) xtH1kyk 4 yie-1 (Ii) xtkyk+1 4 (D it

Poniewaz:

Yt (Ii) xtkyk+l = ((t))xty n (;) xtly2 4oy (t f Z)xzyt—1 n (t f 1) xyt

=y, (k i 1) xt+1-kyk

Otrzymuje sie wiec:

(8) P (Ii) xtHIkyk gyt (k E 1) xtHIkyk 4 (D Nas

- (el £ Pl (e

Wiedzac réwniez, ze:

(0)= (") ()= p) ortpramtaazs) () + ()= ()
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ostatecznie uzyskuje sie:

(t + 1) Xty (t + 1) b1y 4 (f + 1) i+l = g+t (t + 1) b1k k

0 k t+1 k
]
Przyktad 2.9
Udowodni¢ podzielnos¢: Ve, 1116277243™+1 43771
(S):
n=1 6°+3%+3% =11
n=2 62433 +31=66=116
(Z1): Vien, Teew 62K 2431 43K 1 =11-¢
(T): Vir1en, Jsen 624381243 =11-5
(D):
62 +3k+2 + 3k = 62,72.36 4 341 .3 + 33
=3 - (6% 243k 1 3K) 1 33-62K72 =3 - 11-t +3 - 11- 62
@D
=11-(3-t+3-622)=11"5s
N
O

Przyktad 2.10

: . 5-3477143-52"
Udowodni¢ podzielnos¢: Vyey, 14| ——————

15
(S):
.23 .c2
n=1 5:3°+3:5 =E=14
15 15
.27 c4
n=2 537435 :12810=854:14'61
15 15
5_34]{-1 3,52k
(ZI). Vk€N+ HtGN 1—5+ =14-t
5,34k+3 3_52k+2
(M) Visrew, Jsy 2™ =14

(D):

5-34k+343.52k+2  g5.34k-1.3413.52k.52  g1.5.3%k~1425.3.52K

15 15 15
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(14'5+11)-5-34k~14(14+11)-3-52k 15-(5:3%k~2452k-1) 5.34k-143.52k
= =14- +11 - —
15 15 15
(zn

=14-(5-3*%"2 4+ 5271 + 11t) = 14s

N

Przyktad 2.11

Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnejn € N, spetniona jest réwnos¢:

nx . (n+1)x

. . . sin—-sin—
sinx + sin2x + -+ + sinnx = —
SlnE
(S):
X .
. sin_-sinx .
n= L =sinx, P= ——— =sinx L=P
Sin—
2
. . . 3x X . 3x X
n=2 L=smx+sm2x=2-sm7-cos(—g)=2-51n7-c055
sinx-sin2X  2-sinZ-cost-sin3X 3
e >3 >y Ty . X X
= ——2 = 2_2 2 —7).5in="-cos= L=P
SIHE SlnE 2 2

. kx . (k+1)x
. . . . _ SIHYISIHT
(Z1): Yien, Ssinx +sin2x + -+ + sinkx = pme:
2
. (k+1)x . (k+2)x
) . . . _ sin———-sin—-—
(T): Yis1en, Sinx +sin2x + -+ sin(k + Dx = — T
2

(D):

. kx . (k+1)x
sin—sin
L = sinx + sin2x + --- + sinkx + sin(k + 1)x = —2——2%*—+sin(k + 1)x
sin=
(zD 2
s (R+Dx T o kx, . (k+D)x _. x
_ sin——— [sm > +2 COS™——— smz]
- X
sin=
2
sin(k+1)x sin(k+2)x sin(k+1)x ain(g+x) sinw-[SinE-cosx+sinx-cosH]
— 2 _ 2 _ 2 2 2
sinZ sinZ sinZ

. (k+1)x_[ . kx_( i zx) i, x kx]
sin~— sin— 1-2-sin > +2 Sin;-€os*COSx—

T X
sin-
2
. (k+)x [ . kx X x kx . x . kx o (k+Dx [ . kx LX k+1)x
smg-[sm—+2-Sln—-(cos—-cos——sm—-sm—)] Slng-[sm—+2-sm—-cosg]
— 2 2 2 2 2 2 2 _ 2 2 2 2
- sinZ - sin®
2 2

L=P
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W powyzszym dowodzie wykorzystane zostaty nastepujgce wzory i wtasnosci
trygonometryczne:

sin2a = 2sina - cosa, cos2a =1 — 2 -sina
sin(a + B) = sina - cosf + cosa - sinf

cos(a + B) = cosa - cosf — sin a - sinf

2.2. Rekurencja

W2z6r rekurencyjny (indukcyjny) jest jednym ze sposobdéw opisu ciggu liczbowego
(x,) o wyrazach x4, x5, ..., X, W ten sposdb, ze znajgc wartosci pewnej skoriczonej
liczby pierwszych wyrazow ciggu, wszystkie kolejne definiuje sie za ich pomoca, np.:
{xl = _1,x2 = _1,x3 = 5

Xp43 = 3 Xp41 — Xpep +2x2 dlan>1

Przyktad 2.12

Niech dany bedzie cigg zadany nastepujaco: x; = 1,x, = —2,x, = 2;"_2, n>3
n-1
Kolejnymi wyrazami ciggu s3:
2x; 2 -4
x1—1, X —_2, X3 :x_:_:—l, x4_—_—4,
. -
-2 -1 8
Xs = =7 X¢ ==x=—16

Przyktad 2.13
Wyznaczy¢ definicje rekurencyjne nastepujacych ciggéw:
a) (=2, 12, =72, 432, —2592, ...)

Cigg ten mozna zapisac réwniez w postaci:

(—1-6, 1.36, —1.216, X- 1296, —1-7776,...)
3 3 3 3 3

_((—6)1 (=6)? (=6)* (-6)* (-6)° )
~“\ 3’ 3’ 3’ 3’ 3 '™

a rekurencyjnie przedstawié¢ za pomocg wzoru:
Xy =—2, Xp41 = —6" x,, neN,

b) (x,x?,x% x8,x1°, ...), gdzie x # 0, czyli inaczej: (x, x2, (x2)?, ((x*)?)?,...).
Rekurencyjna definicja tego ciggu jest nastepujgca:

- — 4 2
X1 =X, Xp41 = Xp°, neN,
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Przyktad 2.14

, . . . . . n+3
Wyznaczy¢ wzér rekurencyjny ciggu (x,,) okreslonego wzorem ogélnym x,, = —y
Pierwszym wyrazem ciggu (x,,) jest x; = 2.

. . , . 3—
Ze wzoru ogdlnego nalezy wyznaczy¢ n. W prezentowanym przykfadzien = . x’ll .
-

. . . 4
Wyraz ciggu o numerze n + 1 jest postaci x,,;1 = Z—:z dlan > 1.

Uwzgledniajac n w x,,, 1, otrzymuje sie:

3-xp

x _ xn—1+4 _ 3xp-1
n+1 — 3-xp - +1
gtz
xl = 2
W?z6r rekurencyjny rozpatrywanego ciggu to: _ 3xp—1 nx=1
Xn+1 = 1

Ciag Fibonacciego i cigg Lucasa
Najstynniejszymi przyktadami ciggdw rekurencyjnych sg ciggi Fibonacciego i Lucasa.

Za odkrywce ciggu Fibonacciego powszechnie uwaza sie wtoskiego matematyka
Leonarda z Pizy (,,Fibonacci” byto jego przydomkiem), ktéry na poczatku Xl wieku
zastosowat go do rozwigzania teoretycznego (nierealistycznego) zadania dotyczg-
cego rozmnazania sie krolikéw. Wedtug zatozen tego abstrakcyjnego problemu
co cztery tygodnie kazda para krélikow wita na swiecie pare nowo narodzonych
krdliczat, ponadto kroliki nie umierajg i rozmnazajg sie systematycznie i bez konca.

Oznaczajac przez F, liczbe par krélikéw po n miesigcach, mozna ciagg Fibonacciego
(E,) zdefiniowac nastepujaco:

FO = O,Fl =F2 = 1,

Fn = FTI.—Z +Fn_1,n > 2

Poczatkowe wyrazy ciggu Fibonacciego (liczby Fibonacciego) to:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89,144,233,377,610,987, 1597, ...

Mozna réwniez podaé definicje ciggu Fibonacciego bez warunku F; = 0, zaczynajac
od 1.

Granica iIorazu dwoch kolejnych liczb Fibonacciego dazy do tzw. ztotej liczby (ztoty

“‘F ~ 1,618

podziat): llm =¢ =

n-ty wyraz ciagu Fibonacciego mozna okresli¢ za pomocy wzoru Bineta:

-3l -]

Dowdd indukcyjny tego wzoru mozna znalez¢ w wielu pozycjach literatury.
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Prezentowany ciag oraz ztoty podziat przypisane zostaty Leonardowi z Pizy, jednak
zastosowania ich pojawiajg sie juz od czasdw starozytnych. Liczby Fibonacciego
spotkamy w przyrodzie, architekturze, sztuce, muzyce, kosmosie, modzie, projek-
tach graficznych, a nawet na gietdzie.

Ztoty podziat uznawany jest za proporcje idealng. Cztowiek postrzega dzwieki,
ksztatty zbudowane w oparciu o nig za bardziej harmonijne i estetyczne.

Jednym z badaczy ciggu Fibonacciego byt XIX-wieczny francuski matematyk
Frangois Edouard Anatole Lucas. Wyznaczyt on m.in. wzér na n-ty wyraz ciagu F,,
jest takze autorem testu pozwalajgcego na badanie pierwszosci liczb, tzw. testu
Lucasa-Lehmera oraz gry ,Wieze Hanoi”.

Przede wszystkim jest jednak znany z wyznaczonego przez siebie ciggu nazwanego
ciggiem Lucasa, ktéry tworzy sie, podobnie jak cigg Fibonacciego, sumujgc parami
kolejne liczby, jednak przy innych warunkach poczatkowych:

LO = 2,L1 = 1,

Ln =Ln_2+Ln_1,n2 2

Poczatkowe wartosci ciggu Lucasa, to:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,843, 1364, ...

Okazuje sie, ze cigg ten ma doktadnie takg samg wtasnos¢ jak cigg Fibonacciego,
Lnyq

a mianowicie lim

n—-oo n

= ¢, czyli ztoty podziat mozliwy jest do uzyskania réwniez
za pomocg innych ciggéw.

Ponadto mozna zauwazy¢, ze przyblizenia do jednosci kolejnych poteg ¢™ ! daja
liczby ciggu Lucasa, tzn.:

P’ =1, = 2,2 = 3,93 = 4,9p* = 7,0 = 11, ...,¢% =~ 47, ...

Podstawowymi zastosowaniami ciggu Lucasa sg wyszukiwanie liczb pierwszych oraz
algorytmy szyfrowania.

Przyktad 2.15

.xl = 1
Niech: { _2n+1 n = 1. Wyznaczy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciggu
n+l = 2., *n

(xy), na ich podstawie wyznaczy¢ wzor ogdlny tego ciggu i udowodni¢ go indukcyj-
nie. Nastepnie sprawdzi¢, ktére wyrazy ciggu spetniajg warunek:

x2+3x, <4

Kolejne wyrazy ciggu to:
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2241 5 1_1
X3=ap TX2 =T 3

_2:3+1 7 1_1
M T T TR T3 T Y

Mozna przewidzie¢, ze wzorem ogélnym tego ciggu bedzie: x,, = - dlan = 1.

Nalezy teraz to udowodnic. Poniewaz wzér zgaduje sie na podstawie poczgtkowych
wartosci ciggu, to w dowodzie indukcyjnym mozna poming¢ pierwszy etap, czyli
sprawdzenie.

Zatozenie i teza indukcyjna bedg nastepujace:

@): View, =7
1
(T): Visien, X411 = Py
(D): Xppq = 2k+1 X = 2k+1 1 _ 2k+1-(k+D) _ k1
k2+k k(k+1) k k(k+1) k(k+1) k+1

Warunek dla tego ciggu mozemy przeksztatcié, wstawiajac postaé ogdélng ciggu:
x2+3x, <4

S 4+32-4<0

n n

4n? —3n—12> 0, gdzieneN,

Wiec otrzymuje sie ostatecznie n = 1, czyli wszystkie wyrazy ciggu spetniajg zadany
warunek.

Przyktad 2.16

Udowodnié¢ wzér: Y-, F; = F,,, — 1, gdzie F; to wyrazy ciggu Fibonacciego.

(S):

n=1
L=Fy+F,=1,P=F;3—1=2—-1=1 L=P
n=2

L=Fy+F,+F,=2 P=F,—1=3-1=2 L=P

(Z1): Viey XK oF; = Fryp—1
(T): Vikt1en {'(:01 Fi= Fryz3—1

(D): 2"<+01Fi: Feoz =1+ Fey1 = Fryz =1

1=
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Przyktad 2.17

Udowodni¢ wzér na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego: F, = 0,2 (L,—1 + Lpy1),
gdzie L, to wyrazy ciggu Lucasa.

(S):

n=1
Fi=02-(Log+Ly)=02-(Lo+Ly+L;)=02-5=1
n=2

F,=02-(Li+L)=02-QL+1,)=02-5=1

(20): Yyen, Fre= 02 (Lg—1+ Lgy1)
(T): Virien, Frer = 0,2 (Lg + Lis2)
(D): Fie41 = Fe1+ Fie= 0,2+ (Lg—p + L + Lg—1 + Li41) = 0,2 (L + Li42)

O

2.3. Zadania do rozwiazania

Zapisac (ZI) oraz (Tl) w dowodzie wtasnosci:

L Vpen, 1-3-(1D*+2-4-QD)*+~+n-(n+2)-(n)* =[(n+ D] -1

2. Vyso Vpen'  (T4+)"=1+nx+ @xz
1 3n+1_1
3. le,kGN Z':Og_k = 2.3M

4. Vpey 131103741 4 3. (1)
5. Vx,y>0 vneN (x + Y)n < Zn(xn + yk)

Wykazaé, korzystajgc z zasady indukcji matematycznej, ze prawdziwe sg nastepu-
jace zaleznosci:

1 1 1 n+1
6 Vaen, (1-3)(1-5)(1-2) =%
7. Vpen, 1°442:743:10++n+1)-Bn+4)=m0+1)(n+2)
8. Vv  14+7-(AD3+26-2)% + -+ (+1)*—-1)- @) = ((n+ 1)’

9. Vpen, 2°3+4%+-+(2n)% =2n*(n+1)>

1, n(n+1)

10. Vpey, 12 =22432 42+ -+ (=D n? = (=D >
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12 22 n? _ n(n+1)
1. Vnew, 355 T Ganenn 2@y
12.v S . ==
“VneNe R(Vae1) | (V2+1)(Va+2) (V24n-1)(V2+n) _ vV2(v2+n)
13. Vopen Veen 1+ x+x% 4+ +x" = % — x!

1x! | 2:(x+1)! n+l_g
2

14. VTI.EN inl - +

X

15. Vpen, n>z 1! > 2"

n-(x+n-1)! x
cee + =
xn xM—-1

+

16. Vyen, m>2 M < (\/f)n(n_l)
17. Vo ken (Z) ' (nfk) = (2)2
18. Voeev (§)°+ (1) + -+ (1) + () = ()
19. Vyey 25/4-6" +5n—4
20. Ve 17|3 - 5271 4 23n+1
21 Vpey 38[5-5%- 24212
22. Vpey  11]267+1 4 32142
23. Znalez¢ wzor rekurencyjny ciggu:
a) 1,27,125,343,729,1331,2197, ...
b) 5,17,37,65,101, 145,197, ...
c) 3,4,4,5,5,6,6,7,7, ...

24. Obliczy¢ pie¢ poczatkowych wyrazéw ciggu okreslonego wzorem rekurencyj-
nym oraz:

>{“1=‘/§
a
an+1=\/3+a$1

a1 == —2

- > 1. « P . .

b) {anﬂ =a,+ 1. SmZM n = 1. Zbada¢, czy ciag jest monotoniczny
n

n = 1. Wyznaczy¢ wzdr ogdlny tego ciggu.

c) {al B _ 1 2 on n = 1. Sprawdazi¢, czy jest to cigg geometryczny.
Apyp =ap 2" —1
25. Niech dany bedzie ciag (x;,) okreslony rekurencyjnie. Wyznaczy¢ wyrazy o nu-
merach 2-6 tego ciggu, podac jego wyraz ogdlny, a nastepnie udowodnic induk-
cyjnie prawdziwos$¢ wyznaczonego wzoru. Sprawdzi¢, ktéry wyraz ciggu (x,)
spetnia zadany warunek W:
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26.

27.

28.

a) Xy =1L, x4, = (n+1%x, n=1; W: /x, <30

b) x; =x, =1L, x4, =2xp41+3x, n=1;, W: x, =365

C) Xy =X3 =2, Xpyp =2Xp41—Xp, Nn=1;, W: |xn +g| = log, x§
d) x1=0,xn+1=7n+xn, nZl, W: %=1’5
n
W:

e) x1:3,xn+1=2xn_1, nZl,
mniejszg od 50

X, jest liczbg pierwsza

Zapisa¢ wzor rekurencyjny ciggu geometrycznego okreslonego wzorem ogdlnym
5 n
Xpn = —4 (;) .
X1 = 1,x2 = 1,X3 =-1

Ciag (x,) okredlony jest nastepujaco: {x n=4.

n = Xn-3 " Xn—1
Wyznaczyé x5023 + 2X1900-

Wykazaé prawdziwos¢ wzordw, korzystajgc z rekurencyjnej definicji ciggu
Fibonacciego i ciggu Lucasa:

a) Fy+ Fy+Fo+ ot Fop = Fpppq — 1

b) Fo—Fi+F,—Fs+ - —Fpp 1+ Fop=Fpy -1
c) Fg+FE+F+ -+ FE =F, Fpyq

d) Ly +L3+Ls+ -+ Lopt1r = Lonyz — 2

e) Ly =Fy 1" Faq

2.4. Wskazowki i odpowiedzi do zadan

5. Wskazéowka: Poréwnac z Przyktadem 2.8.

15.

18.

23.

24.
25.
27.

Wskazowka: k +1 > 2

Wskazéwka: Poréwnacé z Przyktadami 2.4-2.6.

b) (2n)? + 1 o 3] +3
b) Ciag jest rosnacy. c) Ciag nie jest geometryczny.
b) x; = 365

-3



Indukcja matematyczna i rekurencja 37

2.5. Literatura

[1] W. Broniowski, Matematyka dyskretna. Wyktady dla studentéw informatyki, Wydaw-
nictwo Uniwersytetu Jana Kochanowskiego, Kielce 2015.

[2] R. Kalina, T. Szymanski, F. Linke, M. Wozniak, Matematyka dla klasy Il liceum i tech-
nikum, Wydawnictwo Sens, Warszawa 2003.

[3] K.Kfaczkow, M. Kurczab, E. Swida, Matematyka. Klasa I, Oficyna Wydawnicza Krzysztof
Pazdro, Warszawa 2002.

[4] W. Leksinski, |. Nabiatek, W. Zakowski, Matematyka: definicje, twierdzenia, przyktady,
zadania, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1992.

[5] L.Lovasz, K. Vesztergombi, Discrete Mathematics, Lecture Notes, Yale University, 1999.

[6] J. Pozorska, I. Zamorska, Wybrane zagadnienia z matematyki dyskretnej. Czes¢ 1,
Wydawnictwo Politechniki Czestochowskiej, Czestochowa 2021.

[71 K.A. Ross, C.R.B. Wright, Matematyka dyskretna, Wydawnictwo Naukowe PWN, War-
szawa 2008.

[8] http://pl.wikipedia.org/
[9] http://wazniak.mimuw.edu.pl
[10] A. Cewe, H. Nahorska, Matura. Zbiér zadan, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 1999.

[11] A. Cewe, Cz. Grajek, H. Nahorska, Matura — zbior zadan (profil matematyczno-fizyczny).
Czes¢ Il, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 1996.

[12] E. Bankowska, A. Cewe, D. Stankiewicz, Egzamin wstepny na wyzsze uczelnie. Zbior
zadan, Wydawnictwo Podkowa, Gdarisk 1999.

[13] V. Bryant, Aspekty kombinatoryki, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa
2007.

[14] H. Furmanczyk, K. Horodecki, P. Zylinski, Matematyka dyskretna dla studentéw
kierunku Informatyka, Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego, Gdarnsk 2010.

[15] B. Gdowski, E. Pluciiski, Zbior zadarn z matematyki dla kandydatow na wyzsze uczelnie,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1973.

[16] B. Gdowski, E. Plucinski, Zadania i testy z matematyki dla uczniow szkét srednich,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1994.

[17] J. Jaworski, Z. Palka, J. Szymanski, Matematyka dyskretna dla informatykéw, Wydaw-
nictwo Naukowe Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza, Poznan 2007.

[18] M. Kurczab, E. Kurczab, E. Swida, Matematyka. Prébne arkusze maturalne, Oficyna
Wydawnicza Krzysztof Pazdro, Warszawa 2016.

[19] W. Leksinski, B. Macukow, W. Zakowski, Matematyka w zadaniach dla kandydatéw
na wyzZsze uczelnie techniczne, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa
1987.

[20] Z. Palka, A. Rucinski, Wyktady z kombinatoryki, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1998.



38 Rozdziat 2

[21] H. Pawtowski, Matematyka 1 i 2. Zbidr zadan, Wydawnictwo Pedagogiczne Operon,
Gdynia 2003.

[22] P. Pytrot, Matematyka, Zbiér zadari, Wydawnictwo Pedagogiczne Operon, Gdynia
2003.

[23] https://www.odkrywamyzakryte.com/dziwne-liczby-lucasa/



Elementy matematyki dyskretnej 39

Rozdziat 3

Relacje. Relacja kongruencji

3.1. Relacje

Niech dane beda niepuste zbiory X, Y o elementach postaci, odpowiednio, x, y.
lloczynem (produktem) kartezjanskim zbioréw X, Y nazywa sie wszystkie pary
(x,v) takie, ze: (x,y) EX XY & x€X Ay €Y.

x jest poprzednikiem pary, y jest nastepnikiem, a kolejno$¢ tych elementdéw jest
istotna.

Dowolny podzbiér R € X X Y nosi nazwe relacji binarnej (dwuargumentowej).
Podzbiér iloczynu X? = X x X nazywa sie relacja w zbiorze X.

Stosuje sie nastepujgce oznaczenia dla elementédw bedacych ze sobg w relacji:
(x,y) € R lub xRy. W literaturze mozna rowniez znalez¢ oznaczenie R(x, y) [1-4].

Dziedzing relacji R nazywa sie zbiér: D(R) = {x €e X:3y €Y (x,y) € R}.

Przeciwdziedzing relacji R nazywa sie zbiér:
DY(R)={yevY:axeX (x,y) ER}.

Relacja odwrotng do relacji R jest podzbiér Rt iloczynu Y X X spetniajgcy waru-
nek: (y,x) ER"! & (x,y) €R.

Dopetnieniem relacji jest zbiér: R’ = (X X Y)\R.

Jesli zbiory X, Y sg zbiorami skonczonymi, to relacje mozna (précz podania jej wa-
runku, np.: (x,y) ER & % = 2 czy: (x,y) € R, gdy y jest najmniejszym nieparzy-
stym dzielnikiem 3x + 2y) przedstawic:

— podajgc wszystkie pary nalezace do tej relacji;

— rysujac graf tej relacji (nieskierowany, gdy relacja jest symetryczna, lub skiero-
wany, gdy relacja tej wtasnosci nie ma);

— zapisujac tablice relacji wymiaru |X| X |Y|. Jesli xRy, to w tablicy, w miejscu
odpowiadajgcym wierszowi x i kolumnie y wstawia sie x lub 1. W przeciwnym
razie, odpowiednio, zostawia sie puste miejsce lub wpisuje 0.
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Wybrane wtasnosci relacji:

Relacja R w zbiorze X jest:

zwrotna, gdy: VxeX (x,x) €ER

przeciwzwrotna, gdy: Vx € X (x,x) € R

symetryczna, gdy: vx,y€eX (x,y)ER = (y,x) ER

asymetryczna, gdy: vx,yeX (x,y)ER = ~(y,x) ER
antysymetryczna, gdy: Vx,y€X (x,y) ER A (y,x)ER &S x=y
przechodnia, gdy: Vx,y,Zz€X (x,y)ER A (y,z) ER = (x,2) ER
euklidesowa, gdy: Vx,y,Zz€X (x,y) ER A (x,z) ER = (y,z) ER
liniowa, gdy: vVx,yEX (x,y)ERV (y,x)ER

spéjna, gdy: Vx,yEX (x,y)ERV (3 X)) ERVx=Yy
Relacja, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, nosi nazwe relacji réwno-
waznosci.

Relacja, ktéra jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, nazywa sie relacjq po-
rzadkujacg (porzadkiem). Dodajgc do tego wtasnosc liniowosci relacji, otrzymuje sie
relacje liniowo uporzadkowang (tarcuch). O zbiorze X mdwi sie wéwczas, ze jest
uporzadkowany przez relacje R.

W zbiorze uporzadkowanym przez relacje mozna wyréznié¢ elementy maksymalne
i najwieksze oraz minimalne i najmniejsze.

Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje R, wéwczas:

y € X jest elementem maksymalnymw X, jedli Vx €X (y,x) ER=x=1y

y € X jest elementem najwigekszym w X, jesli Vx € X (x,y) €ER

y € X jest elementem minimalnymw X, jes$li Vx € X (x,y) ER=x=y

y € X jest elementem najmniejszym w X, jesli Vx € X (y,x) ER

Przyktad 3.1

Niech P, N, Z, Q beda odpowiednio zbiorami liczb pierwszych, naturalnych, catko-
witych i wymiernych oraz niech X = {P, N, Z, Q}. Relacje R w zbiorze X zdefinio-
wano nastepujaco: (x,y) € R & x jest podzbiorem y.

D(R)=D"*(R) =X
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Pary nalezace do tej relacji to:

R ={(P,P),(P,N),(P,Z),(P,Q),(N,N),(N,Z),(N,Q),(Z,2),(Z,Q),(Q, @)}

Relacje odwrotng tworzg pary:

R~ ={(P,P),(N,P),(Z,P),(Q,P),(N,N),(Z,N),(Q.N),(Z,2),(Q.2),(Q,Q)}

a dopetnieniem relacji jest zbiér:

R'={(N,P),(Z,P),(Z,N),(Q,P),(Q,N),(Q.2)}

Tablica i graf tej relacji: Q O
P/ N|Z|Q P~ ——> %N

P | x| x| x| X
N X | X | X
Z X | X
Q

X QQ

Graf jest grafem skierowanym (strzatka wskazuje nastepnik pary).

Przy sprawdzaniu, jakie relacja ma wtasnosci, szczegdlng uwage nalezy zwrdécic¢ na
kwantyfikator V (,,dla kazdego...”)!

Omawiana relacja jest zwrotna (bo kazdy zbidr jest swoim podzbiorem), antysyme-
tryczna (symetria zachodzi tylko dla par (P, P),(N,N), (Z,Z), (Q, Q)), przechodnia,
liniowa oraz spdjna (te wiasnosci wynikajg z wtasnosci zawierania sie zbiorow).
Jest to wiec relacja liniowo uporzadkowana, w ktérej elementem maksymalnym
i elementem najwiekszym jest zbidr Q, natomiast elementem minimalnym i jedno-
cze$nie najmniejszym jest zbior P.

Nie jest to relacja przeciwzwrotna ani asymetryczna (np. (P, P) € R), nie jest tez
symetryczna (np. (N,Z) € R, ale (Z,N) & R), nie jest takze relacjg euklidesowg
((P,Z)eERi(P,N)€ER,ale(Z,N) &€ R).

Przyktad 3.2

Relacja dana jest za pomoca tablicy:

o|lo|A]|%]|!
ol x | x X
]
Al x X X
% | x
! X X




42 Rozdziat 3

D(R) ={o, A, %, !}

D Y(R) ={o,0,A %,!}

Pary nalezace do tej relacji to:

R ={(0,0),(0,0),(9,1), (4,0),(4,4), (A1), (%,0), (", ), (1, %)}
Relacja odwrotna i dopetnienie sg nastepujgce:
R™'={(0,0),(@,0),(10),(0,4),(4,4),(1,A),(0,%), (0,1, (%, )}

R" = {(0,8), (0, %), (0,0), (0,0), (0, 4), (@, %), (@1, (A D),
(4, %), (%, 0), (%, B), (%, %), (%, 1), (1,0), (1, 4), (!, D}

Graf tej relacji:

Relacja ta:

Nie jest zwrotna (np. (!,0) € R).

Nie jest przeciwzwrotna ani asymetryczna (np. (0,0) € R).

Nie jest symetryczna (np. (A,0) € R, ale (0,A) € R).

Nie jest przechodnia (np. (0,!) € R oraz (!, %) € R, ale (0,%) & R).

Nie jest euklidesowa (np. (0,0) € Roraz (0,!) € R,ale (O,! ) & R).

Nie jest réwniez liniowa ani spdjna (np. (O0,A) € R,ani (A,0) € R, ani A = O).

Jest za to antysymetryczna (symetria zachodzi tylko dla par (0,0) oraz (A, A)).

Przyktad 3.3
Dane sg pary elementdw bedacych ze sobg w relacji:
R=1{(1,2),(2,1),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,2),(3,3),(4,2),(5,2),(6,2)}

Poda¢ dziedzine, przeciwdziedzine oraz dopetnienie relacji. Przedstawi¢ tablice,
narysowac graf oraz zbadac wtasnosci tej relacji.

D(R)=D"1(R)=1{1,2,3,4,5,6}

R ={(1,1),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,2),(3,1),3,4),(3,5),(3,6),(41),
(3,3),(3,5),(3,6), (4 1),(4,3),(44),(4,5),(4,6),(5,1),(5,3),(54),(5,5),
(5,6),(6,1),(6,3),(6,4), (6,5), (6,6)}

D™H(R) = RTI\{(3,3)}
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Tablica i graf tej relacji sg nastepujace:

112 |3|4|5]|6
1 X }23{)
2| x X | x| x| X
3 X | x
4 X

e e e

5 X 6 5 4
6 X

Jak widag¢, tablica tej relacji jest symetryczna wzgledem gtéwnej przekatnej, wiec
relacja réwniez jest symetryczna. Wobec tego graf relacji jest grafem nieskierowa-
nym, tzn. kazda krawedz oznacza, ze relacja zachodzi w obie strony.

Jakie inne wtasnosci ma przedstawiona relacja?

Nie jest to relacja zwrotna (np. (2,2) & R) ani przeciwzwrotna ((3,3) € R). Nie jest
réwniez relacjg przechodnig (np. (3,2) € R A (2,4) € R, ale (3,4) & R) ani eukli-
desowg (np. (2,3) € R oraz (2,4) €R, ale (3,4) ¢ R), ani liniowa czy spdjna
(np. (1,5) ¢ Ri(51)¢Ri5=+1).

Ponadto relacja ta nie spetnia réwniez wfasnosci asymetrii oraz antysymetrii
(np. (2,4) €Ri(4,2) €ER,ale2 # 4).

3.2. Relacja kongruencji

Arytmetyka modularna (inaczej arytmetyka reszt) to system liczb catkowitych,
w ktorym liczby ,,zawijajg sie” po osiggnieciu pewnej wartosci nazywanej modutem,
czesto okreslanej terminem modulo (skracane mod) [5]. Swoje poczatki zawdziecza
Carlowi Friedrichowi Gaussowi, ktéry przedstawit arytmetyke reszt w swoim dziele
z 1801 r. Badania arytmetyczne. Arytmetyka modularna pojawia sie tam, gdzie
pojawia sie powtarzalnos¢ i cyklicznos¢. Ma liczne zastosowania, m.in. zasada
dziatania szyfru RSA opiera sie na arytmetyce modularnej.

Definicja 3.1

Niech m bedzie liczbg naturalng wiekszg od 1. Liczba catkowita a przystaje do liczby
catkowitej b modulo m, jesli liczba a — b jest podzielna przez liczbe m. Zaleznos¢
mozna zapisac¢ jako a = b(mod m) i jest to kongruencja.

Lemat

Warunek a = b(mod m) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja
rowne reszty z dzielenia przez m.
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Z powyiszej definicji i lematu wynikajg wtasnosci kongruencji:
1. dla kazdej liczby catkowitej a, a = a(mod m);

2. jeslia = b(mod m), to b = a(mod m);

3. jedlia = b(mod m) oraz b = c(mod m), to a = c(mod m).

Zaletg kongruencji jest to, ze mozna je traktowac tak jak réwnania.

Twierdzenie 3.1

Niech a, b, ¢, d bedg liczbami catkowitymi, a m i k liczbami catkowitymi dodatnimi,
przy czym m > 1. Wéweczas jeslia = b(mod m), to

a+c=b+ c(modm);

ac = bc(mod m) oraz ac = bc(mod mc);

a® = b*¥(mod m).

Jesli natomiast a = b(mod m) oraz ¢ = d(mod m), to
a+c=b+ c(modm);

ac = bc(mod m).

Twierdzenie 3.2

Zatozono, ze a = b(mod m), oraz przyjeto, ze liczby a i b sg podzielne przez liczbe
catkowity dodatnia d.

= S(mod E).

Jesli liczba m jest podzielna przez d, to P

Jesliliczby m i d sg wzglednie pierwsze, tog = g(mod m).
Dowody Lematu, Twierdzenia 3.1 i Twierdzenia 3.2 mozna m.in. znalez¢ w [6].

Definicja 3.2 [7]

Jesli x = a(mod m), to liczba a nazywana jest resztg z x modulo m. Klasg reszt
modulo m reprezentowang przez a nazywa sie zbidr wszystkich liczb catkowitych
przystajgcych do a modulo m i oznacza sie przez [a],,.

Definicja 3.3 [7]

Zbioér wszystkich klas reszt modulo m oznacza sie przez Z,,.

Przyktad 3.4

Wyznaczy¢ cztery klasy reszt modulo 4.
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Istniejg cztery klasy reszt modulo 4:

[0], ={..,—12,-8,—4,0,4,8,12,... }
1], ={..,—-11,-7,-3,1,5,9,13,...}
2], ={..,—10,-6,-2,2,6,10,14, ...}
3], ={..,—9,—-5,-1,3,7,11,15,... }

Przyktad 3.5

Czy liczba 545% + 62799 jest podzielna przez 11? [6].
W rozwigzaniu zadania mozna skorzysta¢ z kongruencji.
5 =5(mod 11)

52 = 52(mod 11) = 3(mod 11)

510 = 35(mod 11) = 243(mod 11) = 1(mod 11).
Korzystajgc z okresowosci, wtasnosci poteg i powyzszych kongruencji, otrzymuje sie
51454 = (510)145. (52)2 = 1.9 = 9(mod 11).

6 = 6(mod 11)

62 = 62(mod 11) = 3(mod 11)

61° = 3°(mod 11) = 243(mod 11) = 1(mod 11).

| ponownie korzystajgc z okresowosci, wtasnosci poteg i powyzszych kongruencji,
uzyskuje sie

62709 = (619)270. (62)*- 6 =1-4-6 = 3(mod 11).
Podstawiajgc otrzymane reszty do liczby
51454 + 62709 = 9 + 3(mod 11) =1(mod 11).

Liczba 5*5% + 62799 nje jest podzielna przez 11, poniewaz reszta z dzielenia tej
liczby przez 11 wynosi 1.

Przyktad 3.6

Wyznaczy¢ dwie ostatnie cyfry zapisu dziesietnego liczby 99%° + 4949 [8].
Dwie ostanie cyfry mozna otrzymac, dzielgc liczbe przez 100.

99 = 99(mod 100)

992 = 992(mod 100) = 9801(mod 100) = 1(mod 100)
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Wykorzystujagc powyzsze kongruencje, mozna wyznaczy¢ dwie ostatnie cyfry

pierwszej potegi

999 = (992)%9.99 = 1-99 = 99(mod 100)
Analogicznie dla drugiej potegi

49 = 49(mod 100)

492 = 492(mod 100) = 2401(mod 100) = 1(mod 100)
494 = (492)24. 49 = 149 = 49(mod 100)

Suma powyzszych dwdch szukanych kongruencji wynosi
999 + 4949 = 99 + 49(mod 100) = 48(mod 100)

Dwie ostatnie cyfry zapisu dziesietnego liczby to 48.

Przyktad 3.7

Uzasadni¢, ze liczba 94387 — 24387 jest podzielna przez 4 [9].

943 = 3(mod 4)

9432 = 32 = 1(mod 4)

94387 = (9432)*3 . 943 = 3(mod 4)
243 = 3(mod 4)

243% = 3% = 1(mod 4)

24387 = (2432)*3. 243 = 3(mod 4)

Potegi z dzielenia przez 4 otrzymujg te same reszty. Rdznica tych poteg jest po-

dzielna przez 4. Wiecej tego typu zadan w [1].

Przyktad 3.8

Udowodni¢, ze liczba 25" + 257 + 257 + -+ 4 257" 4 25" phray dzieleniu przez

100 daje reszte 4 [8].
Liczba 25" = 32(mod 100).

Nalezy pokaza¢, ze prawdziwa jest kongruencja 25" = 32(mod 100) dla kazdego
naturalnego k. Do udowodnienia ww. kongruencji najlepiej zastosowac indukcje

matematyczna.
(S):
k =1: 25 = 32(mod 100)

Kongruencja spetniona.



Relacje. Relacja kongruencji 47

(21): Vyen, 2% = 32(mod 100)
(T): Vyep1en, 25 = 32(mod 100)

Dowod

5
25" = < 2% > = 325 = 32(mod 100).

z zatozenia

Stad liczba 25 + 257 425 4 ... 4 25°% 4 25%°%* = 202232 =122-32
= 4(mod 100). Liczba 25" + 25° + 25% 4 ... 4 25°°%
100 daje reszte 4.

+25%°% przy dzieleniu przez

O

Przyktad 3.9

Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 527+ + 27+4 4 27+1 jest po-
dzielna przez 23 [8].

Liczbe mozna przedstawié jako sume dwdch liczb 527*1 j 27+4 + 241 W przy-
padku pierwszej liczby otrzymano kongruencje

52n+l = 25m. 5 = 2™ . 5(mod 23)
Druga liczbe zapisano
2n+4 4 2+l = 2n . 18(mod 23)
Zatem liczba
5ntl 4 pntd 4 gntl = pn.5 4 pn. 18 = 2™ - 23 = 0(mod 23)

Liczba 527+ + 2n+4 4 2n+1 jest podzielna przez 23.

Przyktad 3.10

Wyznacz wszystkie takie pary (a, b) dodatnich liczb catkowitych, ze liczba a + b
jest liczbg pierwsza oraz liczba a® + b3 jest podzielna przez 3 [10].

W pozycji literaturowej [10] zaprezentowano kilka rozwigzan tego zadania.
W tym przyktadzie bedzie pokazane tylko to, ktére bezposrednio nawigzuje do
kongruencji.

Rozwigzanie zadania nalezy rozpocza¢ od wykazania, ze liczby a i a® dajg takie
same reszty z dzielenia przez 3. W tym celu zastosowano wtasnosci kongruencji.
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Kazda liczba catkowita a spetnia jedng z zaleznosci:

a = 0(mod 3), a = 1(mod 3), a = 2(mod 3).

Po podniesieniu obustronnym powyzszych kongruencji do potegi 3, otrzymuje sie:
a® = 0(mod 3), a® = 1(mod 3), a® = 2(mod 3).

Stad a® = a(mod 3), co nalezato wykaza¢. To oznacza, ze liczby a i a®dajg takie
same reszty z dzielenia przez 3. Te sama wtasnos¢ maja liczby b i b3. Liczbya + b
i a3 + b3 daja takie same reszty z dzielenia przez 3. Z faktu, ze liczba a® + b3 jest
podzielna przez 3, mozna wnioskowac, ze liczba a + b réwniez. Wiadomo dodat-
kowo z tresci zadania, ze liczba a + b jest pierwsza. taczac te dwa fakty, zauwazy¢
mozna, ze mozliwa jest tylko jedna wartos¢ sumy a + b, a + b = 3. Dwie pary liczb
spetniajg te warunki: (1,2) i (2, 1). Sprawdzenie potwierdza, ze obie pary spetniajg
warunki zadania.

Przyktad 3.11

Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? + 2 takze jest
pierwsza [11].

W zadaniu wykorzystano spostrzezenie, ze jedyng liczbg pierwsza podzielng przez
liczbe pierwsza p jest p.

Liczba p jest nie mniejsza od 2. Jesli liczba p dzieli sie przez 3, to musi by¢ rowna 3,
gdyz jest to liczba pierwsza. Wtedy p? + 2 = 11 réwniez jest liczba pierwsza. Teraz
kolej na sprawdzenie, co w przypadku, gdy liczba p nie dzieli sie przez 3. Wtedy
mozliwe sg dwa przypadkip = 1 (mod 3) lub p = 2 (mod 3). W obu przypadkach
otrzymuje sie p> = 1 (mod 3), a co za tym idzie p2 + 2 = 0 (mod 3). Liczba
p? + 2 jest podzielna przez 3. Liczba p? + 2 musi byé ztozona, poniewaz jest
wieksza od 3. Jedyna liczbg p spetniajaca warunki zadania jest p = 3.

Przyktfad 3.12

1n+2n+1+3n+2

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba jest

14243
liczbg naturalng [6].

Nalezy pokazaé, ze licznik jest liczbg podzielng przez 6 dla kazdej liczby naturalnej
n = 1. Najlepiej rozpatrzy¢ kazda potege z licznika osobno.

Potega 1™ = 1(mod 6).
Potega 22 = 1(mod 6).

Po podniesieniu kongruencji stronami do potegi k-tej (liczba catkowita nieujemna)
otrzymano

22k = 1(mod 3).
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Nastepnie nalezy pomnozy¢ dwukrotnie przez 2
22k*+1 = 2(mod 6)
22k*2 = 4(mod 6).

Po podstawieniu do dwdch powyziszych kongruencji odpowiednio n =2k in =
2k + 1 potega przyjmuje postac

2 (mod 6), jeslin jestliczbg parzysta
4 (mod 6), jeslin jestliczba nieparzysta

2 = |
Nastepnie w podobny sposdb trzeba znalez¢ reszty dla poteg 3.

3 =1(mod 2)

3"+l = 1(mod 2)

3"+2 = 3(mod 6)

Podsumowujac: jesli n jest liczbg parzysta, to liczba

1" 4+ 21 4+ 3"2 =142+ 3 = 0(mod 6)

Liczba 1™ + 2™*1 + 3™*2 jest podzielna przez 6.

Jeslin jest liczbg nieparzystg, to

1" 42" 32 =14+ 4 + 3 = 2(mod 6)

W tym przypadku liczba 1™ + 2™t + 3™*2 pje jest podzielna przez 6.

Przyktad 3.13

Wykazaé, ze liczba naturalna n jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy
suma cyfr liczby n jest podzielna przez 3.

Liczba n jest postaci
ay 10k + Ap_1" 10k_1 + -+ a,: 10 + Ao
gdziek € N, ay,ay_4,...,a1,a9 €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}ia; # 0

Mozna zauwaziy¢, ze jedli 10 = 1(mod 3), to wtedy 10 = 1(mod 3) dla dowol-
negob € N.

Wykorzystujac powyzsze fakty, otrzymano
a, 108 +ap_; 1051+ -+ a; - 10+ ag = ax + ag_q + - + a; + ay(mod 3)

Stad liczba naturalna n jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr
jest podzielna przez 3. Analogicznie wykazano podzielnos¢ przez 9 w [8].
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Przyktad 3.14

Niech x; i x, beda pierwiastkami réwnania x?> — 6x + 1 = 0. Wykaza¢, ze dla
kazdej liczby naturalnej dodatniej n suma x{* + x7 jest liczbg catkowitg nie-
podzielng przez 5 [12].

Mozna oznaczy¢ x7' + x7 = a,, dlan € N.

Na poczatku obliczono siedem pierwszych wyrazéw ciggu (bedg potrzebne
w dalszej czesci)

a1=x1+x2=6

a, = x? + x5 =34

as =x3 +x3 =198
a, = x{ + x5 = 1154

x; + x5 = 6726

as

ag = x? + x§ = 39202

a; = x] +x] = 228486

Nastepnie pomnozono rozpatrywane réwnanie kwadratowe przez xi' i x7

i otrzymano

X2 —6xtl + 41 =0

xPt2 —6xitl +x2 =0

Po dodaniu réwnan stronami otrzymano wzor rekurencyjny dlan € N
Ap+z = 61 — ap

Z powyzszego wzoru oraz z obliczonych aq, a,, az, a4, as, ag, a; wynika, ze
wszystkie wyrazy ciggu a,, s3 liczbami catkowitymi.

Rozwigzujgc kongruencje mod 5 dla a,, 4, = 6a,41 — a,, otrzymano
Aptz = Api1 — Ap(mod 5)

Zreszt 1,4,3,4,1,2,1 odpowiednio dla a4, a,, as, a4, as, ag, a; wmod 5 i z ich
okresowosci wynika kongruencja

Ante = a,(mod 5).

To oznacza, ze zaden wyraz ciggu a,, nie jest podzielny przez 5, a co za tym idzie
suma x1* + xJ tez nie jest podzielna.
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3.3. Odwracalnos¢ kongruenc;ji

Definicja 3.4

Odwrotnosécig elementu a modulo m, oznaczany przez a™?!

element, ze aa~! = 1(mod m) [13].

, hazywa sie taki

Przyktad 3.15
Znalezé odwrotnosé liczby 2 modulo 5.

Do znalezienia odwrotnosci a zatozono, ze a i odwrotnos$¢ a nalezg do zbioru
{1,2,3,4} . Odwrotnoscig liczby 2 modulo 5 jest liczba 3, poniewaz 2-3 =
1(mod 5).

Twierdzenie 3.3 (kryterium odwracalnosci w arytmetyce zegarowej) [13]

Dodatnia liczba naturalna a jest odwracalna modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy
a oraz m sg wzglednie pierwsze. W szczegélnosci dla liczby pierwszej p kazdy
niezerowy element Z,, jest odwracalny.

Liczby wzglednie pierwsze to takie, dla ktérych NWD(a,m) = 1. Natomiast
Z,, oznacza zbiér reszt modulo liczba pierwszap, {0,1,2, ...,p — 1}.

Przyktad 3.16

Wyznaczy¢ 1971 (mod 62), stosujgc odwrotny algorytm Euklidesa.

Odwrotny algorytm Euklidesa zastosowano do liczb 19 62.

62=3-19+5

19=3-5+4

5=1-4+1

Nastepnie

1=5-14=5-(19-3:5)=4-5-19=4(62—-3-19) - 19
=4:62-12-19-19=4-62-13-19

—_———
248 247

zatem

19:(=13) =1 (mod 62), czyli 197! = —13 = 49 (mod 62)
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3.4. Wybrane twierdzenia dotyczgce kongruencji

Twierdzenie 3.4 (Wilsona)
Dla kazdej liczby pierwszej p liczba (p — 1)! + 1 jest podzielna przez p.

Powyzsze Twierdzenie 3.4 mozna zapisa¢ (p —1)!+1 = 0 (mod p). Mozna je
stosowac jako kryterium pierwszosci. Niestety obliczenia silni s3 dos$¢ ktopotliwe
i nie pomoze nam nawet wzor Stirlinga, ktory daje tylko wartosé przyblizong silni.
Twierdzenie Wilsona moze pomdc w rozstrzygnieciu, czy liczba jest pierwsza,
czy ztozona.

Przyktad 3.17

Rozstrzygngé, czy liczba 10! + 1 jest liczbg pierwszg, czy liczba ztozona.

W tym celu nalezy wykorzystac twierdzenie Wilsona.

Nalezy pokaza¢, ze liczba 10!+ 1 = (11— 1)!+ 1 = 0(mod 11).
10!+ 1 = 36288001 = 0 (mod 11)

Mozna tez zapisa¢ 10! jako iloczyn liczb od 1 do 10, odpowiednio zapisanych
parami

10! =[(1-10)]-[(2-6)-(3-4)-(5-9)-(7-8)]=[-1]-[1-1-1-1]
= —1(mod 11)

Liczba 10! + 1 jest liczbg pierwsza.

Przyktad 3.18

Znalez¢ reszte z dzielenia liczby 102! przez 103.
Liczba 103 jest liczbg pierwsza.

W tym przypadku najlepiej skorzysta¢ z kongruencji
(p—1)!'=p—1=—1(modp).

Po zastosowaniu powyzszej kongruencji otrzymano
(102)! =102 = —1(mod 103) = 102(mod 103).

Reszta wynosi 102.

Twierdzenie 3.5 (mate twierdzenie Fermata)
Jesli liczba pierwsza p nie dzieli liczby a, to a?~! = 1(mod p).

Twierdzenie to jest jednym z wazniejszych w teorii liczb sformutowanym przez
Pierre’a de Fermata i jest podstawg dla testu pierwszosci Fermata.
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Przyktad 3.19

Kazda liczba naturalna a niepodzielna przez 31 spetnia kongruencje
a3! = a(mod 31). Kongruencja wynika z matego twierdzenia Fermata, ktére daje
kongruencje a3 = 1(mod 31). Pomnozenie stronami otrzymanej kongruenciji
przez a generuje kongruencje wyjsciowa.

Przyktad 3.20

Znale#é reszte z dzielenia 39000

Fermata.

przez 19, korzystajgc z matego twierdzenia

Liczby 3 i 19 sg wzglednie pierwsze i pierwsze. Z matego twierdzenia Fermata
wynika, ze 38 = 1(mod 19). Liczba 39990 = 318 = 1(mod 19). Szukana reszta
wynosi 1.

Z matym twierdzeniem Fermata majg zwigzek liczby Carmichaela. Liczby Carmichaela
to takie liczby naturalne ztozone, dla ktérych teza matego twierdzenia Fermata
jest prawdziwa.

Liczba naturalna n jest liczbg Carmichaela wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) Jest liczbg ztozona.

b) Dla kazdej liczby naturalnej a z przedziatu 1 < a < n wzglednie pierwszej z n,
liczba a™ ! — 1 jest podzielna przez n.

Kazda liczba Carmichaela jest liczbg pseudopierwszg, a nie na odwrdt. Liczby
Carmichaela charakteryzuje to, ze:

a) Sa nieparzyste.

b) Przy rozktadzie na czynniki pierwsze zaden czynnik nie wystepuje w potedze
WYyZszej niz pierwsza.

c) Kazda jest iloczynem przynajmniej trzech liczb pierwszych.
Najmniejszg liczbg Carmichaela jest 561 = 3-11-17.

W [14] Jack Chernick podat wzér dla liczb Carmicheala o trzech czynnikach
pierwszych.

Podstawiajagc  kolejne liczby naturalne za n, wyznacza sie liczbe
(6n+ 1)(12n + 1)(18n + 1). Jesli wszystkie trzy czynniki liczby sg liczbami pierw-
szymi, to liczba (6n + 1)(12n + 1)(18n + 1) jest liczbag Carmichaela.

Przyktad 3.21

Sprawdzi¢, czy liczby postaci (6n + 1)(12n + 1)(18n + 1) s3 liczbami Carmichaela
dlan € {1,2}.
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Dlan =1jestto 1729 = 7-13-19jest to liczba Carmichaela.

Dlan = 2jest to 12 025 = 13- 25-37 i nie jest to liczba Carmichaela, poniewaz
liczba 25 jest liczbg ztozona.

Przyktad 3.22

Z matego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej a wzgled-
nie pierwszej z 1105 zachodzg kongruencje:

a* = 1(mod 5), a'? = 1(mod 13), a'® = 1(mod 17).

Wywnioskowa¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej a wzglednie pierwszej z 1105
zachodzi a'1%* = 1(mod 1105).

Liczba 1105 jest liczbg Carmichaela i ma trzy czynniki pierwsze 5-13 - 17.
Podnoszac zadane kongruencje do odpowiednich poteg, otrzymuje sie

a* = 1(mod 5) = a''%* = (a*)?7¢ = 1(mod 5)

a'? = 1(mod 13) = a''%* = (a'?)?? = 1(mod 13)

a'® = 1(mod 17) = a''%* = (a%)%° = 1(mod 17)

a wigc a%* = 1(mod (5- 13 - 17)) dla wszystkich liczb catkowitych a wzglednie
pierwszych z: 5,13,17,1105.

Rzedem elementu a modulo p nazywa sie najmniejszg liczbe k o witasnosci
ak = 1(mod p), gdzie liczba naturalna a jest niepodzielna przez liczbe pierwsza p,
k to dodatnia liczba naturalna taka, ze k < p — 1. Rzad elementu a modulo p
oznacza sig przez ord,a.

Przyktad 3.23

Wyznaczy¢ rzad elementu 3 modulo 5.
31=3=0-5+3=3(mod5)
32=9=1-5+4=4(mod5)
33=27=5-542=2(mod 5)
3*=81=16-5+1 = 1(mod 5)

Najmniejszg dodatnig liczba catkowitg k taka, ze 3¥ = 1(mod 5) jest 4, czyli
ords3 = 4.

Element rzedu p — 1 nazywa sie pierwiastkiem pierwotnym modulo p. Pierwiastki
pierwotne to takie liczby majace w cyklu wszystkie liczby od 1 dop — 1, ktére sa
wzglednie pierwsze.
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Przyktad 3.24
Czy 3 jest pierwiastkiem pierwotnym modulo 5?

Tak, poniewaz 3 ma w cyklu wszystkie liczby od 1 do 4.

Przyktad 3.25

Dla liczby pierwszej p = 5 zbada¢ kolejne liczby od 1 do 4 i ich potegi, zaczaé od
pierwszej, a skonczyé, gdy cykl zacznie sie powtarzaé. Wyznaczy¢ pierwiastki
pierwotne modulo 5. Okresli¢ rzad elementu a modulo 5.

Dlaa=1, 1= 1(mod5) ordsl =1
Dlaa =2, 2!=2(mod5)

22 = 4(mod 5)

23 = 3(mod 5)

2% = 1(mod 5) ords2 = 4
Dlaa =3, 3!=3(mod5)

32 = 4(mod 5)

33 = 2(mod 5)

3% = 1(mod 5) ords3 = 4
Dlaa =4, 4!=4(modb5)

42 = 1(mod 5) ords4 = 2

Ostatecznie dla p = 5 pierwiastkami pierwotnymisga =2ia = 3.

Twierdzenie 3.6 (chinskie twierdzenie o resztach) [15]

Jesli aq,a,, ...,a, sa liczbami catkowitymi parami wzglednie pierwszymi oraz
by, b,, ..., by liczbami catkowitymi, to istnieje taka liczba x, ze

x = by(mod a,)

x = b,(mod a,)

x = b,(mod a,)

orazx <a;-a;-az---"a,
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Przyktad 3.26
Rozwigzac¢ uktad kongruencji:

{x = 1(mod 7)
x = 5(mod 12)

Rozwigzaniem kongruencji x = 1(mod 7) jest liczba 1 + 7c¢, gdzie ¢ jest dowolng
liczbg catkowitg. Nastepnie uzywajgc tzw. metody generowania kolejnych wielo-
krotnosci, poszukuje sie najmniejszego c, dla ktérego x postaci x = 1 + 7¢ spetnia
drugg kongruencje. Najmniejsze takie ¢ to 4. Z dwdch pierwszych kongruencji
otrzymuje sie kongruencje x = 29(mod 84). Czyli najmniejsze rozwigzanie uktadu
kongruencji to 29, a rozwigzanie ogdlne to 29 + 84d, gdzie d jest dowolng liczba
catkowita.

Przyktad 3.27

Rozwigzac¢ uktad kongruencji:

x = 2(mod 3)
x = 1(mod 4)
x = 3(mod 11)

Podobnie jak w Przyktadzie 3.26 dobrze jest wyznaczy¢ ogdlne rozwigzanie pierw-
szej kongruencji, bedzie to liczba postaci 2 + 3c, gdzie c jest dowolng liczbg catko-
witg. Podstawiajac za ¢ kolejne liczby catkowite i jednoczesnie sprawdzajac, ktdra
liczba postaci 2 + 3¢ spetnia kongruencje x = 1(mod 4), otrzymuje sie dlac = 1
liczcbe 5. Zatem dwie pierwsze kongruencje zapisuje sie jako kogruencje
x = 5(mod 12). Tym razem rozwigzaniem jest liczba postaci x = 5 + 12d, gdzie
d jest dowolng liczbg catkowity. Postepujgc w taki sam sposéb jak w przypadku
drugiej kongruencji, wyznacza sie liczbe spetniajgca trzecig kongruencje. Dlad =9
szukana liczba to 113. Rozwigzanie ogdlne to 113 4+ 132e¢, gdzie e jest dowolng
liczba catkowita.

Twierdzenie 3.7 (prawo skracania) [13]

Jezeli a jest wzglednie pierwsze z m, to zachodzi prawo skracania

ab = ac(modm) = b = c(modm)

Przyktad 3.28
Rozwigza¢ kongruencje 8x = 4 (mod 21) z niewiadoma x.

Na poczatku w celu uproszczenia kongruencji stosuje sig prawo skracania. Mozna
je zastosowad, gdyz liczba 2 jest wzglednie pierwsza z 21.

Po skrdéceniu otrzymuje sie kongruencje 2x = 1(mod 21).
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Korzystajgc z algorytmu Euklidesa, otrzymuje sie
21=10-2+1
1=21-10-2

Réwnania (wyjsciowe i przeksztatcone) spetnia kongruencja x = 11(mod 21).
Najmniejszym rozwigzaniem kongruencji jest liczba 11, a rozwigzaniem ogdlnym
sq liczby postaci 11 + 21d, gdzie d jest dowolng liczba catkowita.

Przyktad 3.29
Rozwigzac¢ kongruencje 27x = 6(mod 67) z niewiadoma x.

Na poczatku w celu uproszczenia kongruencji stosuje sig prawo skracania. Mozna
je zastosowaé, gdyz liczba 3 jest wzglednie pierwsza z 67.

Po skrdéceniu otrzymuje sie kongruencje 9x = 2(mod 67). Aby rozwigzac te kon-
gruencje, rozwigzujemy kongruencje 9y = 1(mod 67), korzystajac z algorytmu
Euklidesa.

67=7-9+4
9=2-4+1
1=9-2:4=9-2(67-7-9)=9-2-67+14-9=15-9-2-67

Rozwigzaniami kongruencji 9y = 1(mod 67) sg liczby y = 15(mod 67). A zatem
rozwigzaniem kongruencji zadanej sg liczby x = 30(mod 67). Najmniejszym roz-
wigzaniem kongruencji jest liczba 30, a rozwigzaniem ogdlnym sg liczby postaci
30 + 67d, gdzie d jest dowolng liczbg catkowitg.

Wiecej kongruencji i uktadéw kongruencji w [2, 16].

Przyktad 3.30

Rozwigzaé réwnanie x2 — 4x — 5 = 0 (mod 17).
Powyzsze rownanie jest rownowazne réwnaniu
(x+1)(x—5)=0(mod17)

Rozwigzania réwnania to x = 16 (mod 17) oraz x = 5 (mod 17). Wiecej zadan
w [16].
Liczbe y nazywa sie pierwiastkiem kwadratowym liczby x w pierscieniu Z,,, jesli

x = y?(mod m)

Przyktad 3.31
lle pierwiastkéw kwadratowych ma liczba 2 w Z,? Wyznaczy¢ je.

W Z, pierwiastki kwadratowe, o ile istniejg, nalezg do zbioru {0,1,2,3,4,5, 6}.
Liczba 2 ma dwa pierwiastki kwadratowe 3 oraz 4, poniewaz 3%(mod 7) =
42(mod 7) = 2. Wiecej zadan w [16].
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3.5. Wybrane testy pierwszosci

Jest wiele testow pierwszosci. Najbardziej popularne testy to: sito Eratostenesa,
test Lucasa—Lehmera i test Rabina—Millera. Sg to najbardziej znane i nieskompliko-
wane testy. W tym rozdziale zostang opisane dwa ostatnie z wymienionych.

Test Lucasa—Lehmera

Test Lucasa—Lehmera jest to test pierwszosci, za pomoca ktédrego mozna wykrywac
liczby pierwsze Mersenne’a.

Wykazuje sie, ze dla nieparzystych p > 1 liczba 2P — 1 jest liczba pierwsza wtedy
i tylko wtedy, gdy 2P — 1 dzieli S(p — 1), gdzie funkcja S(k) jest okreslona reku-
rencyjnie

S(D) = 4
{S(k +1) = (S(k))? - 2

Przyktad 3.32
Zbadaé, czy liczba 27 — 1 jest liczbg pierwsza.

Liczba p = 7 spetnia warunki testu Lucasa—Lehmera. Jest wieksza od 1 i nie-
parzysta.

27 —1 =127

S(1) = 4(mod 127)

S(2) = 42 — 2 = 14(mod 127)

S(3) = 142 — 2 = 194 = 67(mod 127)

S(4) = 67? — 2 = 4487 = 42(mod 127)

S(5) =422 -2=1762 = 111(mod 127)

S(6) = 1112 — 2 = 12319 = 0(mod 127)

Zatem 127 dzieli S(6), wiec liczba 27 — 1 jest liczba pierwsza.

Przyktad 3.33

Wykazaé, ze liczba 211 — 1 nie jest pierwsza.

Ponownie liczba p = 11 spetnia warunki testu Lucasa—Lehmera. Jest wieksza od 1
i nieparzysta.

211 — 1 = 2047
S(1) = 4(mod 2047)
S(2) = 42 — 2 = 14(mod 2047)
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S(3) = 14% — 2 = 194(mod 2047)

S(4) = 1942 — 2 = 37 634 = 788(mod 2047)
S(5) = 788% — 2 = 620 942 = 701(mod 2047)
$(6) = 701% — 2 = 491 399 = 119(mod 2047)
S(7) = 119% — 2 = 14 159 = 1877(mod 2047)
S(8) = 18772 — 2 =3 523127 = 240(mod 2047)
$(9) = 240% — 2 = 57 598 = 282(mod 2047)
$(10) = 2822 — 2 = 79522 = 1736(mod 2047)

211

A zatem liczba — 1 nie jest liczba pierwsza, gdyz nie dzieli S(10).

Test Rabina—Millera

Test ten nie jest doskonaty. Ma w sobie pewien element losowosci, dlatego Smiato
mozna go zakwalifikowaé do testow probabilistycznych. Nie daje on pewnosci, ze
liczba rzeczywiscie jest pierwsza, ale pozwala odrdznic liczby pierwsze od ztozonych.
Jego dziatanie opiera sie na czterech krokach [15]:

1) wybdr k, ktore jest liczbg naturalng spetniajaca warunki k = 2 matych liczb
a < N i wzglednie pierwszych z N;

2) zapisanie N — 1 w postaci 2°d, gdzie d jest liczba nieparzystg;

3) sprawdzenie, czy zachodzi jeden z warunkéw a® = 1(modN) lub
a?d=—1(mod N)dla0 <r < s;

4) jesli dla pewnego a nie zachodzi jeden z podanych powyzej warunkow, to nalezy
uznaé N za ztozone. Jesli natomiast dla pewnego a zachodzi jeden z podanych
warunkoéw, to uwaza sie N za pierwsze.

k
Prawdopodobienstwo btedu wynosi G) .

Wiecej na temat testéw pierwszosci w [7, 13, 15].

Przyktad 3.34

Zastosowac test Rabina—Millera do liczby 89.

Na poczatku zapisuje sie liczbe w postaci N — 1 = 23 - 11
Najlepiej zaczg¢ od a = 2.

211 = 1(mod 89)

Dla a = 2 spetniony jest pierwszy warunek.
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Teraz kolejnaa = 3

311 = 37(mod 89)

322 = 34(mod 89)

344 =88 = —1(mod 89)

Dla a = 3 spetniony jest drugi warunek.

Dla zwiekszenia prawdopodobienstwa bada sie jeszcze a = 4.
411 = (22)11 = (2112 = 1(mod 89)

Spetniony warunek pierwszy.

3
Prawdopodobienstwo, ze liczba 89 jest pierwsza, wynosi 1 — G) = g ~ 98%,

tak tez jest w istocie.

3.6. Wykrywanie i korygowanie btedéw

W tym podrozdziale zaprezentowane zostanie ciekawe zastosowanie teorii kongru-
encji do wykrywania i korygowania btedéw.

Metody polegajg na szukaniu btedéw za pomocg sprawdzania cyfr i poréwnywania
ich z liczbami identyfikujgcymi. W taki sposdb nadawane sg i sprawdzane m.in.
numery PESEL, REGON, NIP, kody kreskowe UPC (z ang. Universal Product Code)
czy numery ISBN (z ang. International Standard Book Number) na wydawanych
ksigzkach i wiele innych.

Numery ISBN

Od 2007 r. obowiagzujg 13-cyfrowe numery ISBN. Wczesniej obowigzywaty numery
10-cyfrowe. Wykrywanie i korygowanie btedéw w numerach 10-cyfrowych opisano
w [7]. W tej czesci rozdziatu nie bedzie opisu, jak stworzy¢ 13-cyfrowe numery ISBN,
tylko jak sprawdzi¢, czy numer wyznaczono prawidtowo [17, 18]. Najwazniejsza
bedzie ostatnia cyfra, tzw. cyfra kontrolna.

Dla identyfikatora ISBN-13wagi 1,3,1,3,1,3,1, 3,1, 3,1, 3 mnozy sie przez kolejne
cyfry ciagu cyfr x4, x5, ..., X1, numeru ISBN. Sume iloczynéw dzieli sie przez 10
(modulo 10). Reszte odejmujemy od 10 i otrzymany wynik ponownie dzielimy
przez 10. Uzyskana cyfra powinna by¢ zgodna z ostatnig cyfrg kodu EAN-13.

Przyktad 3.35

Czy numer ISBN 978-83-01-14380-0 nadany ksigzce K.A. Ross, Ch.R.B. Wright,
Matematyka dyskretna jest prawidtowy?
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Zaczyna sie od obliczenia sumy

1:9+3-7+1:8+3-8+1:3+3:0+1-1+3-1+1-4+3:3+1-8+3-0
=9421+8+24+3+1+3+4+9+8=90

Wynik dzieli sie przez 10

90mod10=0

Otrzymany wynik odejmuje sie od 10 i ponownie dzieli przez 10
10-0=10

10mod 10 =0

Cyfra kontrolna to 0, zatem numer jest prawidtowy.

Przyktad 3.36

Jaka powinna by¢ cyfra kontrolna x, aby numer ISBN 978-83-01-14764-x byt
prawidtowy?

Zadanie zostanie rozwigzane w analogiczny sposob jak w Przyktadzie 3.32.

1:9+3:7+1:8+3-8+1:3+3:0+1-1+3-1+1-4+3:7+1-6+3-4
=94+21+8+24+3+1+3+4+21+6+12=112

112 mod 10 = 2
10—-2=28
8mod10 =8

Cyfra kontrolna wynosi 8.

3.7. Zadania do rozwiazania

1. Niechx,y € X ={1,2,3,4,5,6,7}. Wyznaczy¢ pary nalezace do relacji w zbio-
rze X, narysowac tablice i graf relacji. Sprawdzi¢, ktére z poznanych witasnosci
relacja spetnia. Czy jest to relacja rownowaznosci?

a) (x,y) €ER © min(x,y) =4 vV max(x,y) =3
b) (x,y) ER<=4|x"-y

c) (x,y) € R & 3xy + x jest liczba nieparzysta
d) (x,y) ER & (x —y)? + 1 jest liczba pierwsza

2_.,2
e) (x,y) ER &= |xx—y|>1
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2. Majac dane pary nalezgce do relacji, narysowac tablice i graf oraz sprawdzic¢
wtasnosci relacji. Podac dziedzine, przeciwdziedzine oraz dopetnienie relacji.

a) R=1{(1,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,6),(3,4),(4,4),(6,6),(7,1),(7,5),
(7,6)}, gdzie X = {1,2,3,4,5,6,7}

b) R =1{(1,2),(1,3),(1,5),(1,6),(2,1),(2,4),(2,7),(3,1),(3,7),(4, 1),
(4,7),(5,2),(5,6),(6,3),(6,5), (7,4}, gdzie X = {1,2,3,4,5,6,7}

o) R={(1,2),(1,4),(1,5),(25),3,1),41),(5,3),(5,4}
gdzie X = {1,2,3,4,5}

d) R={(1,1),(2,2),(23),(3,3),(44),(5,4), (5,5},
gdzie X = {1,2,3,4,5}

e) R={(11),(1,6),(31),(42),(5,1),(5,3),(6,2),(6,4),(6,6)},
gdzie X ={1,2,3,4,5,6}

3. Dane sg tablice relacji. Zbada¢, jakie wtasnosci spetniajg te relacje. Czy s3 to
relacje réwnowaznosci, porzadku, liniowego porzadku?

a) b)
1 31415 B|C|D
1 Al x| X X
2| x X B
3 C X X
4 D
5 X E X X
c) d)
! 2 ol % 2 3141|5 6
! X | X 1 X
{ ] 2 X X
? X 3 X
m| X 4 X
% X 5| x X
6 X X
e) f)
A D|E|F 2134|567
A X | x| x| x| X 1 X X X
B X | x| x 2 X X
C X | x| x 3| x X
D X | x 4 X
E X 51 x X
F 6 X X
7 | x X X X
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4. Na podstawie rysunkow grafdw przedstawic tablice relacji zobrazowanych tymi
grafami oraz zbadac¢ wtasnosci relacji.

v O
Q. /
I
% 1AL
o

PN
A\ ¥ 5

5. Niech X = {1, 2,3, ..., 10}. Sprawdzi¢, czy relacja okreslona nastepujgco:

c)

e)

(x,y) ERe |[x—y| <1V |x—y| = 8jest relacja rwnowaznosci.
Wyznaczy¢ cyfre jednosci zapisu dziesietnego liczby 4*4* + 7777,
Wyznaczyé dwie ostatnie cyfry zapisu dziesietnego liczby 132°¢ — 2316,

Wyznaczy¢ reszte z dzielenia liczby 113°% + 31101 przez 7.

w ® N o

Czy liczba 5111 + 6234 jest podzielna przez 11? Odpowied? uzasadnic.

10. Dane s3 liczby catkowite a, b, c, takie ze a + b + ¢ = 0. Udowodni¢, ze liczba
a® + b3 + ¢3 jest podzielna przez 6 [6].

11. Jakie reszty z dzielenia przez 7 moga dawac liczby postaci 22" 41, gdzie n
jest liczbg catkowitg nieujemna? [6].

12. Pewna liczba catkowita dodatnia zaczyna sie cyfrg 1. Jesli cyfre te przestawimy
na koniec, to liczba zwiekszy sie trzykrotnie. Jaka jest najmniejsza liczba o tej
wiasnosci? [19].



64

Rozdziat 3

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Wykazaé, ze liczban™ + (n+ 1)"*1 jest ztozona dla nieskoriczenie wielu liczb
naturalnych n [20, zadanie nr 19].

Wykazaé, ze jedli n jest dodatnig liczbg catkowita, to liczba 2(n? +1) — n
nie jest kwadratem liczby catkowitej [21].

Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ¢, f,
zea+b=c+d=e+ f =n. Wykaza¢, ze liczba ace + bdf jest podzielna
przez n [6].

Udowodni¢ mate twierdzenie Fermata, ze dla kazdej liczby catkowitej n
oraz kazdej liczby pierwszej p liczba nP — n jest podzielna przez p.

Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2573 4 57 -37+2 jest
podzielna przez 17 [8].

Czy istnieje liczba naturalna n, dla ktérej liczba 9.22" 41 jest liczba
pierwszg? [8].

Wyznaczyé wszystkie takie liczby naturalne n, ze liczba 1+ 2™ + 3™ + 4"
jest podzielna przez 5 [8].

Dany jest ciag liczbowy (a,,) okreslony wzorem a,, = 14" + 24" + 34" gdzie
n € N. Wyznacz zbidr reszt z dzielenia wyrazéw ciggu (a,,) przez 5 [22].

Znalez¢ najmniejszg liczbe dodatnig, wielokrotnos¢ 7, ktéra przy dzieleniu
przez 2,3,4,5, 6 daje reszte 1 [12].

Rozstrzygnij, dla jakich nieujemnych liczb catkowitych n, liczba 4,, = 2021™ +
2022™ + 2023™ jest podzielna przez 3 [22].

Znalei¢:

a) 137 1(mod 63)

b) 4371(mod 111)

c) 8971(mod 200)
Znalez¢ reszte z dzielenia:
a) 78! przez 79

b) 166! przez 167

Znalezé reszte z dzielenia 27900 przez 29, korzystajac z matego twierdzenia
Fermata.

Z matego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej a
wzglednie pierwszej z 6601 zachodzg kongruencje:

a® = 1(mod7), a?? = 1(mod 23), a*® = 1(mod 41).
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27.

28.

29.

30.

31.

Wywnioskowac, ze dla dowolnej liczby naturalnej a wzglednie pierwszejz 6601
zachodzi a®®°® = 1(mod 6601).

Udowodnié, ze:

a) ord,2 =3

b) ord,3 =6

c) ord,4 =3

Dla liczby pierwszej p wyznaczyé pierwiastki pierwotne modulo p:

a)p=7

b) p=11

Rozwigza¢ uktad kongruencji. Poda¢ najmniejszg liczbe catkowita dodatnia

spetniajgcy uktad.
a) {x = 1(mod 5)

x = 3(mod 12)
x = 5(mod 7)
b) {x = 1(mod 15)
x = 1(mod 9)
c) {x =2(mod 11)
x = 3(mod 13)
x = 4(mod 14)

d) { x = 5(mod 19)
x = 20(mod 23)

Rozwigza¢ kongruencje z niewiadomg x. Podac najmniejszg liczbe catkowitg
dodatnig spetniajgca kongruencje.

a) 3x = 1(mod 19)
b) 3x = 2(mod 17)
c) 5x = 2(mod 13)
d) 8x = 6(mod 83)

Zbadat, czy liczba jest liczbg pierwsza?
a) 25-1
b) 2° -1

c) 213 -1
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32.

33.

34.

35.

36.

Zastosowac test Rabina—Millera do liczby:

a) 137 b) 233 c) 149

Rozwigza¢ réwnania:

a) x2—x—2=0(mod 11)

b) x? 4+ 3x = 0 (mod 13)

¢) x2 =9 (mod 19)

lle pierwiastkdw kwadratowych ma liczba x w Z,,,? Wyznaczy¢ je.
ajx=1m=7 b)x=5m=9 Jx=7,m=9

Czy numer ISBN 978-83-7193-852-8 nadany ksigzce J. Pozorska, I. Zamorska,
Wybrane zagadnienia z matematyki dyskretnej. Czes¢ 1 jest prawidtowy?

Jaka jest cyfra kontrolna fikcyjnego numeru ISBN (ISBN-13), jesli 12 pierwszych
cyfrto 978-1-1380-6347-x7?

3.8. Wskazowki i odpowiedzi do zadan

R

. a) Relacja jest symetryczna i spdjna.

d) Relacja jest przeciwzwrotna i symetryczna.

e) Relacja jest przeciwzwrotna i symetryczna.

. b) Relacja jest przeciwzwrotna. D(R) = D"Y(R) ={1,2,3,4,5,6,7}

d) Relacja jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, czyli jest relacjq porzad-
kujaca. D(R) = D™(R) ={1,2,3,4,5}

e) Relacja jest asymetryczna i antysymetryczna. D(R) = {1, 3,4, 5, 6},
D Y(R)=1{1,2,3,4,6}

. a) Nie jest to relacja rownowaznosci ani porzadku, wiec rowniez nie liniowego

porzadku.
b) Relacja ma jedynie wtasnos¢ antysymetrii.

e) Relacja jest przeciwzwrotna, asymetryczna, antysymetryczna, przechodnia,
euklidesowa i spdjna.

b) Relacja jest przeciwzwrotna i symetryczna.

c) Relacja jest zwrotna, symetryczna, przechodnia, euklidesowa, spdjna i liniowa.
Jest relacjg réwnowaznosci.

f) Relacja ma jedynie wtasnosé antysymetrii.
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6.
7.
8.
9.

10.

11.

12.
14.

15.
16.

18.
19.
22.
23.

24.

25.

28.
29.

30.

3

80

2

Nie

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby n n® = n(mod 6), korzystajac z faktu, ze
iloczyn n® — n jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych.

Liczby postaci 22" +1to liczby Fermata. Mozliwe s3g jedynie reszty 3 oraz 5.
W pierwszej kolejnosci nalezy zbadad reszty z dzielenia przez 3 liczby 2™.
142857

Wykorzystaé fakt, ze jezeli kwadrat liczby catkowitej jest podzielny przez pewng
liczbe pierwsza p, to jest tez podzielny przez liczbe p2.

Jest podzielna, poniewaz a = —b(mod n), ¢ = —d(mod n), e = —f(mod n).
Kazda liczba catkowita dodatnia (w tym przypadku pierwsza) daje z dzielenia
przez p jedng z reszt: 0,1, ...,p — 1. Dla kazdej liczby catkowitej n spetniona
jest jedna z kongruencjin = 0(mod p), n = 1(mod p),..., n = p — 1(mod p).
Dlan = 0 liczba 19, adlan = 1 liczba 37.

Dla wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 4.

Dlan = 0 lub n jest nieparzystg liczbg naturalna.

a) 1371 = 34(mod 63)

b) 4371 = 31(mod 111)

c) 8971 = 9(mod 200)

a) 78

b) 166

1

a) a=3ia=5

a) 51, liczby postaci 51 + 60 t, gdzie t jest dowolng liczba catkowita.

b) 61, liczby postaci 61 + 105 t, gdzie t jest dowolng liczbg catkowita.

c) 640, liczby postaci 640 + 1287 t, gdzie t jest dowolng liczba catkowita.

d) 480, liczby postaci 480 + 6118 t, gdzie t jest dowolng liczba catkowita.

a) Rozwigzaniem kongruencji jest x = 13(mod 19). Najmniejsza liczbg catko-

witg spetniajacg kongruencje jest 13.
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31.
33.

34.
35.
36.

b) Rozwigzaniem kongruencji jest x = 12(mod 17). Najmniejszg liczba catko-
witg spetniajacg kongruencje jest 12.

c) Rozwigzaniem kongruencji jest x = 3(mod 13). Najmniejszg liczbg catko-
witg spetniajacg kongruencje jest 3.

d) Rozwigzaniem kongruencji jest x = 63(mod 83). Najmniejsza liczba catko-
witg spetniajacg kongruencje jest 63.

a) Tak b) Nie c) Tak

a)x = 10(mod 11) orazx = 2(mod 11)
b) x = 0(mod 13) oraz x = 10(mod 13)
c) x = 3(mod 19) oraz x = 16(mod 19)
a) 1oraz6 b) Brak «c¢) 4oraz5

Tak

1
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Rozdziat 4

Wybrane zagadnienia teorii grafow

4.1. Grafy rzagdza Swiatem?

Niniejszy rozdziat zostat opracowany na podstawie [1-13], a takze niepublikowanych
wyktadéw prof. Zbigniewa Domaniskiego.

Pojecie grafu jest jednym z kluczowych poje¢ matematyki dyskretnej. Teoria graféow
taczy pojecia matematyczne i rozwigzania informatyczne. Graf pozwala w prosty,
schematyczny sposéb opisa¢ potaczenia lub powigzania relacji z pewnymi jej
wtasnosciami, przedstawic graficznie pewng sytuacje.

Grafy sg waznymi narzedziami matematycznymi nie tylko w informatyce (gdzie
spotkac je mozna np. przy analizie relacji na portalach internetowych, ale takze
w zagadnieniach dotyczacych przechowywania informacji, kodowania i wielu, wielu
innych). Jako graf przedstawia sie drzewa genealogiczne, struktury organizacyjne
w firmach, sieci potgczen drogowych (mapa drogowa to nic innego jak graf), plany
ewakuacji z budynkdw, rysunki obwodow elektrycznych. W biologii i neurobiologii
grafy mogg zobrazowad sieci potgczen neurondw. Dzieki zastosowaniu graféw oraz
algorytmow informatycznych (m.in. dzieki polskim naukowcom) wykazano, ze wspot-
czesna chemia to w gtdwnej mierze ok. 340 zwigzkdow i ok. 500 reakcji chemicznych
pozwalajgcych na odtworzenie ok. 80% zwigzkéw chemicznych wykorzystywanych
w przemysle. Daje to mozliwos¢ obnizenia cen i kosztéw produkcji owych zwigzkow.
Teoria grafébw ma réwniez zastosowanie na rynkach finansowych, w bezpieczen-
stwie publicznym, a nawet wywiadzie wojskowym [1, 2].

A zaczeto sie tak niewinnie...

Z XVIll-wiecznym problemem mostéw w Krélewcu spotkat sie juz chyba kazdy
z Czytelnikdw. Krotko przypominajac: mieszkancy Krélewca lubili spacerowac po
mostach znajdujacych sie na rzece Pregota, ktéra rozwidla sie i w centrum miasta
tworzy dwie wyspy. W owym czasie znajdowato sie tam siedem mostéw: jedng
z wysp taczyty z kazdym z brzegdw po dwa mosty, drugg wyspe po jednym moscie,
byt takze most pomiedzy wyspami. Padto pytanie: czy mozliwa jest taka trasa
spacerowa ktéra przechodzi przez kazdy most dokfadnie jeden raz, zadnego z nich
nie omija i pozwala wréci¢ do punktu wyjscia? Problem wyjasnit w 1735 r. wielki
szwajcarski matematyk Leonhard Euler, méwiac, ze nie istnieje rozwigzanie tego
problemu. W opublikowanej w 1736 r. pracy Euler sformowat pierwsze twierdzenie
dotyczace graféw.
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Publikacja Eulera stata sie zalgzkiem nowego, waznego i wcigz rozwijajacego sie
dziatu matematyki: teorii graféw. Samo wprowadzenie terminu ,graf” przypisuje
sie XIX-wiecznemu angielskiemu matematykowi Jamesowi Josephowi Sylvesterowi.

No wiec czy grafy rzadzg swiatem? Tak. Mamy z nimi do czynienia na co dzien,
nawet nieswiadomie. Porzadkujg relacje, pozwalaja monitorowaé zdarzenia,
zachowania.

4.2. Podstawowe definicje. Niezmienniki izomorfizmu

Graf jest to niepusty zbidr wierzchotkdéw oraz krawedzi taczacych te wierzchofki.
Dopuszcza sie krawedzie wielokrotne i petle (czyli krawedzie o poczatku i koricu
w tym samym wierzchotku).

Rozwazaé mozna grafy nieskierowane (o krawedziach niekierowanych) i skierowane
(o krawedziach skierowanych) oraz grafy wazone (kazdej krawedzi przyporzadko-
wana jest liczba, tak zwana waga).

W niektérych grafach wierzchotek moze mieé swojg nazwe, moéwi sie wowczas
o grafach etykietowanych.

Rysunek grafu to tylko jedna z wielu jego reprezentacji graficznych, mozna go naryso-
wac na kilka sposobdw.

Przyktadem grafu nieskierowanego moze by¢ graf ilustrujgcy mape drég umozliwia-
jacych ruch dwukierunkowy.

Przyktad 4.1

Przyktad grafu skierowanego (krawedzie sg skierowane) — z wierzchotka @ mozna
przejs¢ do wierzchotkdw b, ¢, e, d, z wierzchotka b do wierzchotka e i d itd.:

a.—b‘b\A
(]
e

cogT—>ed

Graf skierowany, w ktérym wystepuja petle (a, a), (b, b), (e, e):
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Graf prosty to graf nieskierowany bez wielokrotnych krawedzi, petli, wag, etykiet.
Bardziej formalna definicja grafu nieskierowanego jest nastepujaca:

Graf nieskierowany (niezorientowany) G = (V,E) sktada sie ze skoriczonego
zbioru wierzchotkéw V(G) oraz ze skoficzonego zbioru krawedzi E(G), z ktérych
kazda jest utozsamiana z podzbiorem (u,v) c V.

Graf skierowany (zorientowany) G = (V,E) sktada sie z dwodch zbioréw: nie-
pustego zbioru V(G) wierzchotkdw grafu i zbioru E (G) krawedzi grafu oraz funkcji
y odwzorowujacej zbior E(G) w zbidr V(G) X V(G).

Jezeli e jest krawedzig grafu G i y(e) = (p, q), to p nazywamy poczatkiem krawedzi
e, a q koricem krawedzi e (e biegnie od p do q).

Rysunkiem grafu skierowanego jest wykres sktadajgcy sie z punktéw odpowiadaja-
cych elementom zbioru V(G) oraz strzatek odpowiadajgcych elementom zbioru
E(G), takich ze jesliy(e) = (p, q), to strzatka odpowiadajaca e biegnie od punktu
oznaczonego przez p do punktu oznaczonego przez q.

Przyktad 4.2

Narysowac graf skierowany, w oparciu o tabelke funkcji y.

d

E y(E)

a | W,2) W'—a’cjz
b | W,X)

c | X2 b{ ¢

d (Z,2)

X
[ J

Graf matrzy wierzchotki V(G) = {W, X, Z} oraz cztery krawedzie E(G) = {a, b, c,d},
przy czym krawedz d jest petla.
Droga w grafie skierowanym G nazywa sie cigg krawedzi takich, ze koniec jednej
krawedzi jest poczatkiem nastepnej. Jezeli ey, e,, €3, ..., €, nalezg do zbioru E(G),
to e;e,e3 ... e, jest drogg, o ile istniejg wierzchotki vy, vy, v3, ..., Uy, V41 takie, ze
y(el-) = (’Ui, vi+1) dlai=1,2,3..,n.
e 6,63 ...e, jest droga (Sciezka) ditugosci n od wierzchotka v; do wierzchotka
Un+1-
Droga zamknieta nazywa sie droge, w ktérej v; = v, 4 4.
Jezeli kazda krawed? e; jest jedyng krawedzig od v; do v;, 4, to ten cigg wierzchot-
kow jednoznacznie okresla droge i mozna opisa¢ te droge, wpisujgc po prostu
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po kolei te wierzchotki. Jesli graf nie ma krawedzi wielokrotnych, wszystkie jego
drogi sg okreslone przez ciggi ich wierzchotkow.

Dtugoscia drogi jest liczba krawedzi w tej drodze.

Przyktad 4.3

W Przyktadzie 4.2 drogq dtugosci 2 z wierzchotka W do wierzchotka Z bedzie cigg
krawedzi bc.Te samg droge wyznacza cigg wierzchotkéw WXZ.

Drogg z wierzchotka W do wierzchotka Z bedzie réwniez cigg bcd, jest to droga
dtugosci 3 (cigg wierzchotkow WXZZ).

W badaniu relacji skoriczonych graféw skierowanych i nieskierowanych uzyteczne
jest pojecie sasiedztwa.

Dla dowolnego grafu G i wierzchotkéw u, v w zbiorze V(G) méwi sie, ze wierzcho-
tek u jest sgsiedni do wierzchotka v, jesli istnieje krawedz w E(G) od u do v. Méwi
sie wtedy, ze wierzchotki u i v sg ze sobg w relacji sgsiedztwa. Macierz opisujgca
te relacje nazywa sie macierzg sgsiedztwa.

Niech G bedzie grafem skoriczonym, a V(G) = {v,, V5 ... v, } zbiorem wierzchotkéw
tego grafu.

Macierzg sasiedztwa nazywa sie macierz M wymiaru n X n, ktérej kazdy element
m;; jest liczbg krawedzi od wierzchotka v; do wierzchotka v;.

Jesli nie istnieje krawgdz od wierzchotka v; do wierzchotka v;, to m;; = 0; w innym
przypadku m;; jest liczbg catkowitg dodatnia.

Macierz sgsiedztwa grafu nieskierowanego jest macierzg symetryczna.

Liczba drdg dtugosci 1 to suma wszystkich elementéw macierzy M.
Liczba drég dtugosci 2 to suma wszystkich elementéw macierzy M2.
Liczba drég dtugosci 3 to suma wszystkich elementéw macierzy M2 i tak dale;.

Przyktad 4.4
Macierz sgsiedztwa grafu z Przyktadu 4.2 jest nastepujaca:
0 1 1
M=|0 0 1
0 0 1

Majgc dang macierz sgsiedztwa, bardzo wiele mozna dowiedziec sie o grafie: graf
ma trzy wierzchotki (macierz jest wymiaru 3 X 3); krawedzi ma tyle, ile wynosi
suma wszystkich elementéw macierzy M, czyli cztery krawedzie w tym jedng petle,
gdyz na gtéwnej przekatnej macierzy jest tylko jeden element 1.
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Przyktad 4.5
Co mozna odczytac dla grafu G, jesli macierz sgsiedztwa tego grafu jest nastepujaca:
1 10 1
10 00 1
M= 2 00 O
0 11 1

Narysowac ten graf.

e Jest to graf skierowany
ponadto ma:
e cztery wierzchotki V(G) = {X,Y,Z, T} (macierz M jest macierza wymiaru 4 X 4)

e siedem krawedzi (liczonych bez petli; suma wyrazéw macierzy M — bez elemen-
téw na gtéwnej przekatnej — wynosi 7)

e dwie petle (na gtéwnej przekatnej dwie jedynki)
e dwa wierzchotki taczg dwie krawedzie

Graf ten moze wygladaé nastepujaco:

XNotV—ro-— e Y

Z 04—OT

Przyktad 4.6

Narysowac graf odpowiadajacy sieci sciezek spacerowych w parku, gdzie W jest
wejsciem do parku, K to kawiarnia, P — plac zabaw dla dzieci, F — fontanna
a S — stoisko z watg cukrowq. Podaé macierz sgsiedztwa dla grafu oraz liczbe drég

dtugosci 2.
WU | P
B S Q
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Graf, ktéry bedzie oczywiscie grafem nieskierowanym (po $ciezkach mozna poru-
szac sie w obu kierunkach), moze wygladad tak:

w K P

5

°
| Y

Macierz sgsiedztwa tego grafu bedzie macierzg symetryczng (graf nieskierowany),
na gtdwnej przekatnej sg zera (nie ma petli), wymiar macierzy M 5 X 5

[0102 0]
[1 0 10 1]
M=|01001
l2 0 00 1J
01 11 0

Aby obliczy¢ liczbe drég dtugosci 2, nalezy podniesé¢ macierz M do kwadratu

[01020][01020][50103]
[T 0 10 1| |1 0 10 1| |0 3 13 1|
M?=|0 1 00 1|><|0 1 00 1,|=I 11 21 1|
2 0 00 1 2 0 00 1 lo 3 15 OJ
lo 1 11 0J lo 1 11 OJ 3110 3

Drég o dtugosci 2 jest zatem 9 + 8 + 6 + 9 + 8 = 40.

Stopniem wierzchotka v nazywamy liczbe dwuwierzchotkowych krawedzi z v jako
jednym z wierzchotkdw plus podwojona liczba petli o wierzchotku v. Stopnien
wierzchotka v oznaczamy deg (v).

Niech Dy (G) oznacza liczbe wierzchotkéw stopnia k w grafie G, wdwczas ciag:
(Do(G),D1(G),D,(G),D3(G), ...) jest ciggiem liczb wierzchotkéw kolejnych stopni
grafu G.

Suma stopni wierzchotkéw grafu jest dwa razy wieksza od liczby krawedzi:
Yvev(c)deg(w) =2~ |E(G)| (4.1)

Przyktad 4.7

Na rysunku przedstawiony jest graf:
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oF

O O
w ktérym:

deg(A) = 2 (dwie krawedzie majg swoje korice w A)

deg(B) =3
deg(C) = 4 (dwie krawedzie: CB i CD oraz jedna petla CC)
deg(D) =3

deg(E) = 0 (wierzchotek izolowany)

W rozpatrywanym przyktadzie cigg liczby wierzchotkdw kolejnych stopni jest
nastepujacy: (1,0,1,2,1,0, ...).

Przyktad 4.8
Czy nastepujgce ciggi sg ciggami liczb wierzchotkdw kolejnych stopni graféw?

a) (0,1,0,2,1,0,0,...)

(9'3'9,a,$,9,9'---)
Do(G) D1(G) Dz(G) D3(G) D4(G) Ds(G) De(G)
Jest: zero wierzchotkdw zerowego stopnia, jeden wierzchotek pierwszego stop-

nia, zero wierzchotkéw drugiego stopnia, dwa wierzchotki trzeciego stopnia,
jeden wierzchotek czwartego stopnia i zadnych innych wierzchotkow.

0-0+1-14+0-2+2-34+1-44+0-0=11 — nie jest to liczba parzysta,
wiec nie ma takiego grafu.

b) (0,0,2,2,1,0,0,..)

(Q'Q'z,a,i,e,e'---)

Do(G) D1(G) Dz(G) D3(G) D4(G) Ds(G) De(G)
0:0+0-14+2-24+2-34+1-44+0-0=14 = 2-7,wiecistnieje taki graf.
Maon 2+ 2 + 1 = 5 wierzchotkéw i 7 krawedzi. Moze wyglgda¢ nastepujaco:
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E
O O
deg(A) = deg(B) =2,deg(C) = deg (E) =3,deg(D) =4

Grafy, w ktérych wszystkie wierzchotki sg tego samego stopnia, nazywa sie grafami
regularnymi.

Przyktad 4.9

Grafy na rysunkach a), b) i c) sg regularne (wszystkie wierzchotki majg stopien 4).
7.0 QL Qe

2\ Vo Vq Vo

ol oI e N /
Grafy niemajgce petli ani krawedzi wielokrotnych i takie, w ktdrych kazdy wierzchotek

potaczony jest krawedziami ze wszystkimi pozostatymi wierzchotkami, nazywamy
grafami petnymi.

Przyktad 4.10

Na rysunku ponizej przedstawione jest pierwsze szes¢ graféw petnych. Grafy petne
sg oczywiscie grafami regularnymi, kazdy wierzchotek grafu K, ma stopieAn — 1.
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[ o ] [ ] [
. %

[ e ]
K, Ks K

Czesto zdarza sie, ze grafy sg ,,wtasciwie takie same”, pomimo ze réznig sie nazwami
wierzchotkéw i krawedzi.

Wazne, czy podobienstwo jest tylko wizualne, czy tez strukturalnie dwa grafy sg
identyczne.

Dwa zbiory wyposazone w pewne struktury matematyczne nazywamy izomorficz-
nymi, jesli istnieje przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne pomiedzy tymi zbio-
rami zachowujgce struktury.

Izomorfizmem grafu G na graf H nazywa sie przeksztatcenie wzajemnie jedno-
znaczne a: V(G) — V(H) takie, ze {u, v} jest krawedzig grafu G wtedy i tylko
wtedy, gdy {a(u), a(v)} jest krawedzig w grafie H.

Zapisuje sie to jako: G = H.

Stwierdzenie to jest poprawne dla graféw bez krawedzi wielokrotnych. Jesli graf ma
krawedzie wielokrotne, wymaga sie jeszcze wzajemnej jednoznacznosci dodatko-
wego przeksztatcenia f: E(G) — E(H) pomiedzy zbiorami krawedzi graféw.

Istniejg pewne cechy graféw, zwane niezmiennikami izomorfizmu, ktdre pozwalajg
ocenié, czy dwa grafy sg tozsame w sensie strukturalnym.

Przyktadami niezmiennikdw izomorfizmu graféw sa:

— liczba wierzchotkéw (LW);
— liczba krawedzi (LK) (bez petli);
— liczba petli (LP);

— liczba drog prostych okreslonej dtugosci (np. liczba drég prostych dtugosci 1,
dtugosci 2 itd.) (LDD4, LDD, ... );

— stopnie wierzchotkow;

— cigg liczby wierzchotkdow kolejnych stopni.
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Przykiad 4.11
Niech dany bedzie graf jak na ponizszym rysunku. Wyznaczy¢ niezmienniki izomor-
fizmu tego grafu.
Liczba wierzchotkéow: LW = 6
Liczba krawedzi (bez petli) : LK = 7
a d Liczba petli: LP =3

Stopnie wierzchotkéw:
CSD deg(a) = deg(b) = deg(c) = deg(e) =4
/ ¢ deg (d) =3
deg(f) =1
Ciag liczby wierzchotkdw kolejnych stopni: (0,1,0,1,4,0, ...)

Macierz sgsiedztwa tego grafu (i jej kwadrat):

01110 1 42320 0

h 110 0 J 12 3 23 0 1
1 1. 0 2 0 o > 132 61 0 1]
M=11 0 20 o q' M*=13 3 1 5 o 1l
0000 2 0 P 000 4 %
1000 0 o 01110 1

Liczba drdg dtugosci 1, to suma elementdw macierzy: 17

Liczba drég dtugosci 2, to suma elementéw macierzy M?: 55

4.3. Grafy eulerowskie i hamiltonowskie

Grafem spdjnym nazywamy graf, w ktérym kazda para wierzchotkdw jest potgczona
droga.

Liczba krawedzi k w grafie spdjnym prostym o n wierzchotkach spetnia warunki:

n(n-1)

n—-1<k< (4.2)

Zagadnienia zwigzane z poruszaniem sie po krawedziach grafu

Czy w grafie spéjnym istnieje mozliwos¢ wyznaczenia drogi zawierajgcej wszystkie
krawedzie tego grafu?

Droge prosty zawierajacg wszystkie krawedzie grafu G nazywa sie droga Eulera.
Jesdli ta droga jest zamknieta (czyli tworzy cykl), to méwi sie o cyklu Eulera.
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Twierdzenie 4.1 (L. Euler)

Skonczony graf spdjny, w ktérym kazdy wierzchotek jest parzystego stopnia, ma cykl
Eulera.

Whiosek wyptywajacy z tego twierdzenia jest nastepujacy:

Skoniczony graf spdjny, w ktérym doktadnie dwa wierzchotki majg stopien nieparzy-
sty, ma droge Eulera.

Grafy, w ktoérych jest cykl Eulera, nazywamy grafami eulerowskimi, a grafy,
w ktdrych nie ma cyklu, ale jest droga Eulera — grafami poteulerowskimi.

Przyktad 4.12
Niech dany bedzie graf:

Jest wiec:

deg(a) = deg(e) =2, deg(b) =deg(c) =deg(d) =deg(f) =4

Jak wida¢, wszystkie wierzchotki sg stopnia parzystego (2 lub 4), wiec zgodnie
z twierdzeniem Eulera w tym grafie jest cykl przebiegajacy wszystkie krawedzie
(kazdg doktadnie raz).

Jak znalez¢ taki cykl?

Woybierajac dowolny wierzchotek — w tym przyktadzie wybrano a — i usuwajac
kolejno krawedzie, ale tak, aby po kazdym usunieciu graf nadal byt spéjny. Kolejnos¢
usuwanych krawedzi zaznaczona jest kolejnymi liczbami przy krawedziach.

Woybiera sie dowolne krawedzie, ktére sg styczne z obecnie rozwazanym wierzchot-
kiem, i zapamietuje sie ich kolejnosé. W kazdym kroku nalezy unika¢ mostéw
(krawedzi, ktérych usuniecie sprawi, ze graf przestanie by¢ spdjny).

Dziatania te powtarza sie az do wyczerpania wszystkich krawedzi, a zaznaczone
krawedzie tworzg kolejno cykl Eulera.

Opisany algorytm wyznaczania cyklu Eulera nosi nazwe algorytmu Fleury’ego.

Podajgc cykl Eulera, mozna podac kolejne usuwane krawedzie: 1,2,3,4,5,6,7,
8,9, 10 lub kolejne wierzchotki: a, b, c,d,d, e, f,c, b, f, a.
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Przyktad 4.13

Czy w grafie istnieje cykl lub droga Eulera?

deg(a) = deg(e) =2, deg(b) =deg(c) =4, deg(d) =3, deg(f)=5

Dwa wierzchotki (e i f) sg nieparzystego stopnia, wiec zgodnie z wnioskiem, w grafie
tym nie bedzie cyklu Eulera, ale bedzie droga Eulera.

Droge konstruuje sie analogicznie jak cykl, z t3 réznica, ze zaczyna sie od jednego
z wierzchotkdw nieparzystego stopnia i koficzy w drugim z tych wierzchotkéw.

Droga Eulera: f,a,b, f,c,b,c,d, f,e, d.
Zagadnienia zwigzane z poruszaniem sie po wierzchotkach grafu

Mozna zadac tu troche podobne pytanie jak w poprzednim zagadnieniu:

Czy w grafie spéjnym istnieje mozliwos¢ wyznaczenia drogi zawierajgcej wszystkie
wierzchotki tego grafu?

Droge prostg nazywa sie drogg Hamiltona, jesli przechodzi ona przez kazdy wierz-
chotek grafu dokfadnie jeden raz.

Droge zamkniety, ktéra przechodzi przez kazdy wierzchotek grafu doktadnie jeden
raz, z wyjatkiem wierzchotka, bedgcego poczatkiem i koncem drogi, nazywa sie
cyklem Hamiltona.

Grafy, w ktorych jest cykl Hamiltona, to grafy hamiltonowskie, a grafy, w ktorych
nie ma cyklu, ale jest droga Hamiltona, to grafy péthamiltonowskie.

Pojecie cyklu Hamiltona wydaje sie by¢ bliskie pojeciu cyklu Eulera, jednak teoria
cykli Hamiltona jest znacznie bardziej ztozona. Nie jest znany zaden efektywny
algorytm znajdowania cykli Hamiltona.

Jest jednak kilka twierdzen, wystarczajacych do tego, aby graf byt hamiltonowski
(niespetnienie jednak zatozen tych twierdzen nie powoduje, ze graf nie bedzie
hamiltonowski).

Uwaga:

Graf hamiltonowski o n wierzchotkach musi mie¢ co najmniej n krawedzi.

Petle i krawedzie wielokrotne, przy wyznaczaniu drogi/cyklu Hamiltona, sg bez-
uzyteczne.
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Twierdzenie 4.2 (G.A. Dirac) [1, 3]

Jezeli graf G nie ma petli ani krawedzi wielokrotnych, jesli |V (G)| = n = 3 oraz
jesli deg(v) 2% dla kazdego wierzchotka v w grafie G, to graf G jest grafem
hamiltonowskim.

Twierdzenie 4.3 [1, 3]

Jezeli graf majgcy n wierzchotkdw i niemajacy petli ani krawedzi wielokrotnych

(n-1)(n-2)
2

ma co najmniej + 2 krawedzi, to jest hamiltonowski.

Twierdzenie 4.4 (O. Ore) [1, 3]

Zatézmy, ze graf G nie ma petli ani krawedzi wielokrotnych i |[V(G)| = n > 3.
Jesli deg(v) + deg(w) = n dla kazdej pary wierzchotkéw v i w niepotaczonych
krawedzig, to graf jest hamiltonowski.

Twierdzenie 4.5 (J.A. Bondy, V. Chvatal) [1]

Zatézmy, ze graf G nie ma petli ani krawedzi wielokrotnych i |[V(G)| =n = 3

oraz deg(v) + deg(w) = n dla pewnej pary wierzchotkdw v i w niepotaczonych
krawedzig. Zatézmy ponadto, ze graf G'jest grafem skonstruowanym z grafu G
poprzez dodanie krawedzi vw. Wowczas G jest hamiltonowski wtedy i tylko wtedy,
gdy G’ jest hamiltonowski.

Przyktad 4.14

Czy jest to graf hamiltonowski?

Graf man = 9 wierzchotkdéw:
9
deg(v,) = deg(v,) = deg(vs) = deg(vy) =5 > 2

deg(vs) = deg(vs) = deg(v,) = deg(vg) = deg(vy) = 4 <>

Wiec juz nie dziatajg zatozenia Twierdzenia 4.2.
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Graf ma 20 krawedzi, wiec mniej niz wymaga Twierdzenie 4.3:

(9-1)(9-2)

> +2=30

Jedyne wierzchotki, ktére nie sg potgczone krawedzia, to {vy,v,, V3, v4} (miedzy
sobg) i {vs, vg, V7, Vg, U9} (Mmiedzy sobg), wéwczas suma stopni wynosi odpowied-
nio 10 lub 8, wiec znéw nie s3 spetnione zatozenia Twierdzenia 4.4 (ze wzgledu na
sformutowanie ,,dla kazdej pary wierzchotkéw v i w niepotgczonych krawedziq”).

Dodajac dowolng krawedz miedzy niepotaczonymi wierzchotkami, np. v, v,, nadal
nie otrzymuje sie grafu hamiltonowskiego.

W grafie tym nie mozna wyznaczy¢ cyklu Hamiltona.

4.4. Grafy dwudzielne

Przedstawiony na rysunku w Przyktfadzie 4.14 graf jest grafem dwudzielnym,
tzn. zbidr wierzchotkéw grafu V(G) jest sumg dwdch niepustych, roztgcznych pod-
zbioréw V;, V5, takich, ze kazda krawedz w grafie G taczy wierzchotek ze zbioru V;
z wierzchotkiem ze zbioru V,. Mozna powiedzie¢ wiecej: jest to graf petny dwu-
dzielny, tzn. kazdy wierzchotek zbioru V; jest potaczony z kazdym wierzchotkiem
zbioru V, doktadnie jedng krawedzia.

Twierdzenie 4.6 [3]

Niech G bedzie grafem dwudzielnym i niech V(G) = V; U V, bedzie podziatem
jego wierzchotkow. Jesli graf G ma cykl Hamiltona, to |V, | = |V5]. Jesli graf G ma
droge Hamiltona, to liczby |V, |, |V5]| réznia sie co najwyzejo 1.

Dla petnych graféw dwudzielnych o co najmniej trzech wierzchotkach prawdziwe sg
réwniez stwierdzenia odwrotne.

W Przyktadzie 4.14 mozna przyjac: Vy = {v1,v,, V3, 04}, Vo = {Vs, Vg, V7, Vg, Ug}.
Jest wiec: |V;| = V4| + 1, zatem zgodnie z powyzszym twierdzeniem w grafie tym
nie ma cyklu Hamiltona, ale jest droga Hamiltona, np.: vsv, VgV, U, V305V, V.
Przyktad 4.15

Czy jest to graf hamiltonowski?
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14! vy Vg Vg
« Vs vs _J
L) U3 Vs

W przypadku tego grafu nie trzeba sprawdzaé twierdzen, gdyz wida¢, ze tatwo
mozna stworzy¢ cykl Hamiltona, np. taki:

V1 V5V V3V, VgV Vg V54, czyli jest to graf hamiltonowski.

4.5. Drzewa

Graf nieposiadajacy cykli nazywamy grafem acyklicznym.
Grafy, ktore sg acykliczne i spdjne, nazywamy drzewami.

Drzewem spinajacym nazywamy minimalny podgraf T grafu spdjnego G, podgraf
ten musi by¢ acykliczny, gdyz mozna usung¢ jedng krawedz dowolnego cyklu,
nie tracac przy tym wtasnosci spéjnosci.

Drzewo spinajace zawiera kazdy wierzchotek grafu (V(T) = V(G)) i niekoniecznie
wszystkie krawedzie grafu G.

Przyktad 4.16

Drzewami spinajgcymi dla grafu:

L ey ]
o [ J
sq:
[ [ ] o, [ ]
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Twierdzenie 4.7

Kazdy skonczony graf spdjny ma drzewo spinajace.

Twierdzenie 4.8 [3]

Niech e bedzie krawedzig grafu spdjnego G. Nastepujace warunki sg rownowazne:
a) graf G\{e} jest spdjny;

b) e jest krawedzig w pewnym cyklu w grafie G;

c) e jest krawedzig w pewnej zamknietej drodze prostej w grafie G.

Uwaga:

Charakteryzacja drzew nie traci na ogdlnosci, jesli rozwaza sie tylko drzewa bez petli
i krawedzi wielokrotnych.

Twierdzenie 4.9 [3]

Niech G bedzie grafem bez petli i krawedzi wielokrotnych, majagcym wiecej niz
jeden wierzchotek. Nastepujace warunki sg rownowazne:

a) G jest drzewem;

b) kazde dwa rdézne wierzchotki sg potgczone doktadnie jedng drogg prostg;

c) graf G jest spdjny (majacy n — 1 krawedzi), ale przestaje by¢ spdjny po usunieciu
dowolnej krawedzi;

d) graf G jest acykliczny (majacy n — 1 krawedazi), ale przestaje by¢ acykliczny po
dodaniu jakiejkolwiek krawedzi.

Wierzchotki stopnia pierwszego w drzewie nazywamy li$émi.

Uwaga:
Drzewo skonczone, majace co najmniej jedng krawedz, ma co najmniej dwa liscie.
Drzewo majace n wierzchotkdw ma doktadnie n — 1 krawedzi.

Twierdzenie 4.10 [3]

Niech G bedzie grafem skoriczonym majacym n wierzchotkdw i niemajgcym petli
i krawedzi wielokrotnych. Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

a) G jest drzewem;
b) G jest grafem acyklicznym majgcym n — 1 krawedzi;
c) G jest grafem spojnym majgcym n — 1 krawedzi.

(Kazde dwie sposréd wtasnosci: ,,spdjnosc”, ,acyklicznos¢” i ,posiadanie n — 1
krawedzi” implikujg trzecig z nich).
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Graf acykliczny, ktéry niekoniecznie jest spdjny, nazywamy lasem. Spdjne sktadowe
lasu sg drzewami.

Drzewo z wyréznionym korzeniem jest to drzewo, w ktérym jest wyrdzniony jeden
wierzchotek, nazywany korzeniem.

Drzewa z wyrdznionym korzeniem majg zastosowanie jako struktury danych,
pomagajg opisywac i wizualizowac zachodzace relacje w wielu réznorodnych
sytuacjach.

Drzewa z wyrdznionym korzeniem zazwyczaj rysuje sie tak, ze korzen znajduje sie
na gorze.
Przyktad 4.17

Na ponizszym rysunku przedstawione jest drzewo obrazujgce strukture na wydziale
uczelni.

Rektor

Dziekan Wydziatu

Kierownik . . . .
. Kierownik Kierownik
ds. dyscypliny . .
. ds. nauczania ds. rozwoju
naukowe;j

Drzewa z wyrdznionym korzeniem mozna traktowac jako graf skierowany. Zazwyczaj
jednak nie rysuje sie strzatek na krawedziach, przyjmujac, ze wszystkie wskazujg
w dot. Drzewo T z wyrdznionym korzeniem r bedziemy oznaczac€ przez T,

Korzenia, mimo ze moze by¢ wierzchotkiem stopnia 1 (Przyktad 4.17), nie nazywa
sie lisciem.

Wierzchotki rézne od korzenia i lisci nazywa sie tez weztami gatezi (weztami
wewnetrznymi), a liScie weztami koncowymi.

Przyjmuje sie, ze jesli para (v, w) jest krawedzig drzewa z wyrdznionym korzeniem,
to v jest rodzicem, a w jest dzieckiem v.

Kazdy wierzchotek poza korzeniem ma dokfadnie jednego rodzica. Rodzic moze
mie¢ kilkoro dzieci.

Wierzchotek w jest potomkiem v, jesliw # v i v jest wierzchotkiem jedynej drogi
prostej z korzenia r do wierzchotka v.

Dla dowolnego wierzchotka v poddrzewo o korzeniu v jest to doktadnie drzewo T,
sktadajace sie z wierzchotka v, wszystkich jego potomkow i krawedzi skierowanych
faczacych ich.
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Drzewo z wyrdznionym korzeniem jest drzewem binarnym wtedy, gdy kazdy wezet
ma co najwyzej dwoje dzieci:

— dziecko lewe,

— dziecko prawe,

— dziecko lewe i dziecko prawe,

— nie ma dzieci.

Przyktady takich drzew zostang omdwione w Rozdziale 5.

Drzewem o m rozgatezieniach (m > 2) nazywa sie drzewo, w ktérym dzieci kazdego
rodzica s oznaczone réznymi elementami zbioru {1, 2, ..., m}. Rodzic nie musi mie¢
catego zbioru dzieci (dziecko i jest nieobecne, jesli nie ma dziecka oznaczonego
liczbg i).

Drzewo o m rozgatezieniach (lub drzewo binarne) jest drzewem regularnym om
rozgatezieniach, jesli stopien wyjsciowy kazdego wierzchotka jest réwny m lub 0.

Numerem poziomu wierzchotka v nazywa sie dtugos$¢ jedynej drogi prostej od
korzenia do v. Korzen ma numer poziomu réwny 0. Wysokosé drzewa z wyrdznio-
nym korzeniem jest to najwiekszy numer poziomu wierzchotka.

Regularne drzewo o m rozgatezieniach jest petnym drzewem o m rozgatezieniach,
jesli wszystkie liscie majg ten sam numer poziomu réwny wysokosci drzewa.

Jesli uporzadkuje sie dzieci kazdego rodzica w drzewie, otrzyma sie tzw. uporzadko-
wane drzewo z wyrdznionym korzeniem. (Kiedy rysuje sie takie drzewo, rysuje sie
dzieci w porzadku od lewej do prawej).

Przyktad 4.18

Na ponizszym rysunku przedstawione jest uporzgdkowane petne drzewo binarne
o wysokosci 3.

Stowa X* = {4,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111}

(A — stowo puste, korzen), otrzymane z liter alfabetu ), = {0, 1}

A korzen

wezty wewnetrzne
rodzic 0o 01 11

{0
000 ¢0014 0104/01 110.&110. 11
_—7 %

dziecko lewe dziecko prawe

liscie
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4.6. Zadania do rozwiazania
1. Dla kazdej macierzy narysowaé odpowiadajacy jej graf skierowany.

Podac¢ liczbe drég dtugosci 1 oraz 2.

0 1
3

N

b) M =

0| d) M=

—
(e}
RO OO krr oroo
S OO RrRrRO ONRF
OCOPrRPOO oo
o o
]
r 1 r 1
OO NON NOO
S WOOO OO WE
[eNeNeNel e loleNe)
P PP OO RONPRE
S
—

2. Dla kazdej macierzy narysowac odpowiadajgcy jej graf nieskierowany.
Podac¢ liczbe drég dtugosci 1 oraz 2.

11 1 0 12 1 0
1110 1 12 00 1
AM=11 o5 1 2 b) M=17 9 3 o
0 1 2 1 0 1 0 1
2 0 00 0 0 2 01 0
ozoool 23001]
gM=lo 0 1 0 0 dM=lo o 10 1
00001J 10010J
0 0 01 0 0 1 10 1

3. Wzbiorze S = {1, 2, 3,4, 5} relacja R jest okre$lona nastepujaco:
(m,n)eR & m-n + 1 jest podzielne przez 3.
Zbudowa¢ graf i odpowiednig macierz reprezentujacg relacje R. Oblicz, ile jest
drég o dtugosci 2 pomiedzy wierzchotkami grafu tej relacji.
4. lle jest wszystkich grafow skierowanych o:
a) dwach wierzchotkach,
b) trzech wierzchotkach,
c) czterech wierzchotkach?
5. Dla ponizszych graféw podad: tabele funkcji y, macierz sasiedztwa, liczbe drég

dtugosci 1 (dla grafu a), liczbe drég dtugosci 2 (dla grafu b). Podaé przyktady
drég dtugosci 2,3 i 4.
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a) c b) a c
/‘\O
Xed %,y P—
d X Y
a b f e
d 9
vV —— IW
o#ow % f *
e
6. Dla danych macierzy sasiedztwa zbudowaé graf i wyznaczy¢ jego niezmienniki
izomorfizmu:
1 1 01 1 1 0 1
a) M = 1 2 20 b) M = 1 2 2 0
0 2 30 0 2 3 0
1 0 0 1 1 0 0 1
2 11 0 2 2 1 1 0 2
[1 300 1] 1 3 0 0 1]
c) M=1100 1 1) dM=(1 0 0 1 1|
0 01 2 OJ 0 01 2 OJ
2 11 0 0 2 1.1 0 0

7. Wyznaczy¢ niezmienniki izomorfizmu nastepujgcych grafow:

)
a vl./_>. o b) i} Q—sz
O
Uy Vs
O Vyo— o vy

8. Ktére z nastepujgcych ciggdw sg ciggami liczb wierzchotkéw kolejnych stopni
grafow? W kazdym przypadku albo narysowac graf o danym ciggu liczb wierz-
chotkdw kolejnych stopni tego grafu, albo wyjasnié, dlaczego graf nie istnieje:

a) (3,2,0,3,1,0,0,...) b) (1,0,1,0,1,2,2,0,..)
0 (1,2,3,4,0,0,0,...) d) (0,0,1,2,1,0,0,1,0,...)
e) (4,3,2,0,0,0,0,...) f) (2,1,2,3,2,0,1,0,...)
g) (2,3,2,0,0,0,0,..) h) (0,0,2,2,2,0,0,...)
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9. Zrobi¢ rysunki pieciu graféw regularnych o pieciu wierzchotkach, z ktérych kazdy

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

ma stopien 2.

Zrobié rysunki wszystkich graféw o czterech wierzchotkach i czterech krawe-
dziach, ktére nie majg petli ani krawedzi wielokrotnych. lle bedzie takich
grafow, jesli uwzgledni sie réwniez petle i krawedzie wielokrotne?

Graf o 21 krawedziach ma 7 wierzchotkéw stopnia 1, 3 wierzchotki stopnia 2, 7
wierzchotkéw stopnia 3, a pozostate wierzchotki majg stopien 4. lle ma on
wierzchotkéw? Narysowac ten graf.

Pewien graf ma 16 krawedzi oraz: 3 wierzchotki stopnia 0, 1 wierzchotek stop-
nia 2, 3 wierzchotki stopnia 4, pewng liczbe wierzchotkdw stopnia 3 i dwa
wierzchotki stopnia 5.

Ktére grafy petne maja cykle Eulera? Podaé przykfady.

Czy biedronka poruszajgca sie wzdtuz krawedzi szescianu
moze przejs¢ kazdg krawedz i to tylko raz? Odpowiedz
uzasadnié.

Jaka bytaby odpowiedz, gdyby biedronka spacerowata po
krawedziach o$mioscianu foremnego?

Macierze sasiedztwa dla pewnych graféw majg postac:
0 2 2 1 0 1 0 2
a) M = 2 0 0 b) M = 1 0 1 1
2 1 0 1 01 0 1
1 0 1 0 2 1 1 0
1 11 0 0 0 2 0 1 0
[1 1 1 0 0] 2 0 0 1 1]
c)M=|11011| d)M=00010|
0 01 0 1J 1 110 OJ
0 01 10 0 1 0 0 1

Przeanalizowa, czy istniejg w tych grafach drogi lub cykle Eulera oraz drogi lub
cykle Hamiltona. Jesli tak, to je skonstruowaé, jesli nie, wyttumaczy¢ dlaczego?

Znalez¢ wszystkie drzewa o 5, 6 i 7 wierzchotkach.

Pewne drzewo ma 1 wierzchotek stopnia 5, 2 wierzchotki stopnia 3 i 3 wierz-
chotki stopnia 2. Pozostate wierzchotki sg stopnia 1. Narysowac¢ dwa takie
drzewa.

Pewne drzewo ma 2 wierzchotki stopnia 4, 1 wierzchotek stopnia 3 i 1 wierz-
chotek stopnia 2. Jesli inne wierzchotki sg stopnia 1, to ile wierzchotkdw jest
w tym grafie? Narysowac opisane drzewo.
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19.

20.

21.

22.

Pokazaé, ze istnieje drzewo majace 6 wierzchotkéw stopnia 1, 1 wierzchotek
stopnia 2, 1 wierzchotek stopnia 3, 1 wierzchotek stopnia 5 i zadnych innych.

Narysowac uporzgdkowane petne drzewo o wysokosci 3, w ktérym wierzchotki
sg sfowami ze zbioru X* powstatymi ze zbioru (alfabetu) X = {a, b, c}. Poda¢
przyktad poddrzewa.

Narysowac uporzadkowane drzewo o wierzchotkach ze zbioru:

X ={40,1,2,0001,10,11,12,20,000,201,202,121,122,010,011,100,
101,0001,2021}

Woypisac liscie tego drzewa. Jaka jest wysokosé tego drzewa? Czy jest to drzewo
binarne? Czy mozna wskazaé przyktad dziecka lewego i dziecka prawego? Czy
jest to drzewo regularne?

Dla podanych graféw narysowacd po 2 drzewa spinajgce, a nastepnie, wyrdznia-
jac w nich jeden z wierzchotkdw jako korzen, narysowac drzewa z wyrdznionym
korzeniem. Jakg wysokosé maja te drzewa?

a) . . b)
12 12 Ve *V2

°Us LA e U3

Vs 1)6

0 o

4.7. Wskazowki i odpowiedzi do zadan

1.

a) LDD;=11, LDD,=30,
d) LDD;=13, LDD,=35.

. b) LDD1=13, LDD,=45,

c) LDD:=7, LDD,=11.
a) 24 =16 b)2°=516 c) 216 =65536

. b)

Ela | b | c|alel]r]|y
y® x| En e | ey | e | ew | ew)
. ¢) LW=5, LK=7, LP=7, LDD,=21, LDD,=95, (0,0,0,1,1,1,0,0,2,0,...)

. b) LW=4, LK=6, LP=2, LDD,=14, LDD,=50, (0,0,0,2,0,2,0,...)
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8. e) Graf nie istnieje, bo suma stopni wierzchotkdw wynosi 7 (nie jest liczbg
parzysty).
f) Grafistnieje bo suma stopni wierzchotkdéw wynosi 28 (graf ma wiec 11 wierz-
chotkéw i 14 krawedzi).
11. Dwa wierzchoftki sg stopnia 4, wiec wszystkich wierzchotkéw w grafie jest 19.

15. b) S drogi Eulera i Hamiltona, brak cykli.
c) Jest cykl Eulera (a wiec i droga) oraz droga Hamiltona (nie ma cyklu).

d) Brak drogi i cyklu Eulera, jest droga Hamiltona.

16. Drzewa o szesciu wierzchotkach:

S
SIaNt
0 U

18. Wskazéwka: Drzewo o n wierzchotkach ma dokfadnie n — 1 krawedzi, wiec
suma stopni wierzchotkéw wynosi 2n — 2. Jesli drzewo ma n wierzchotkdw,
ton — 4 z nich bedg miaty stopien 1.

21. Liscie: 0001,010,011,100,101,121,122,2021. Dzieckiem lewym jest np. 10
czy 121, a dzieckiem prawym 101, 202. Nie jest to drzewo regularne.
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Rozdziat 5

Elementy teorii kodowania. Kod Huffmana

5.1. Wybrane aspekty kodowania informac;ji

Jednym ze znanych koddéw jest kod ASCII [1,2]. W kodzie tym kazdy symbol

jest kodowany za pomoca stowa binarnego o dtugosci 8. Istotng cecha kodu ASCII,

jak i wielu innych koddw, jest to, ze kazdy symbol ma kod o tej samej dtugosci

(tzw. fixed length character code). Ma to swoje plusy i minusy.

e Plusem jest to, ze nie potrzeba zadnego specjalnego symbolu do oddzielania
symboli w informacji. Dzieki temu tatwo jest odkodowa¢ informacje.

e Minusem jest to, ze czesto powtarzajgce sie symbole majg kod o takiej samej
dtugosci jak wystepujace rzadko. Jest to wiec strata czasu i przestrzeni w procesie
kodowania i odkodowywania.

Powstata wiec idea uzywania kodéw o zmiennej dtugosci charakteréw, tzn. symbolom
czesto wystepujacym przypisuje sie krotkie charaktery, zas tym o matej czestosci
odpowiadajg dtuzsze charaktery.

O ile nie ma problemu z wyborem mozliwie krotkich charakteréw kodujacych, to
moze wystgpic¢ problem z odczytem kodu, gdyz przy zmiennej dtugosci charakteréw
trzeba wiedzie¢, gdzie konczy sie kod jakiegos symbolu, a gdzie zaczyna nastepny.

Przyktad 5.1

Dany jest zbidr symboli C = {a, b, c,d, e, f}. Zatozono, ze a oraz b maja najwieksza
czesto$¢ wystepowania. Mozna wiec wybra¢ nastepujacy kod:a- 0,b - 1,c - 00,
d—01,e —10,f — 11. Kod ten jest bardzo , krétki” w tym sensie, ze indywidualne
symbole sg kodowane przez najkrétsze mozliwe charaktery.

Jak jednak odczyta¢ nastepujgcy zakodowang informacje: 0100117 Czy ,,010011”
oznacza ,abaabb” czy tez ,dcf”?

Mozna problem niejednoznacznosci odczytu rozwigzaé, wprowadzajgc dodatkowy
charakter, np. ,,/” do oddzielania indywidualnych charakterow. Jednak taki zabieg
wydtuza kodowang informacje.

5.2. Kod prefiksowy

Istnieje metoda ominiecia niejednoznacznosci dekodowania. Metoda ta wykorzy-
stuje tzw. kody prefiksowe.
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Definicja 5.1

Stowo w jest prefiksem stowa u, jesli u ma postaé u = wx, gdzie x jest innym
stowem. Stowo wx oznacza konkatenacje stéw w i x.

Moze sie zdarzy¢, ze kod dla jednego symbolu jest prefiksem dla innego, to powo-
duje, ze nie wiadomo, jak interpretowad informacje.

Kod o tej whasnosci, ze kod indywidualnego symbolu nie jest prefiksem zadnego
innego symbolu, nazywa sie kodem prefiksowym. Taki kod jest jednoznacznie
dekodowalny. Kazdy kod prefiksowy mozna przedstawi¢ w formie drzewa. Dla
koddéw dwdjkowych jest to drzewo binarne.

Przyktad 5.2

Czy podany koda —11,b —0,c —100,d — 1010,e — 1011 jest kodem prefik-
sowym dla zbioru symboli{a, b, ¢, d, e}? Jesli tak, to odczytac informacje zawartg
w:101110101010100111001100.

Jest to kod prefiksowy. Mozna tatwo odczytaé informacje, dzielgc cigg binarny.
10111010 1010100111001100 (= 10111010 1010 100 11 100 11 0 0).
Odczytana informacja to: eddcacabb.

W dalszej czesci rozwazan pokazano, jak zbudowac jak najkrotszy kod prefiksowy.
Do zbudowania kodu potrzebna jest znajomos¢ czestosci wystepowania symboli
w kodowanym jezyku. Jest to charakterystyka, ktéra wystepuje w badaniu nad
jezykiem. Przypisuje sie kazdemu symbolowi czestos¢ f wzgledem zbioru symboli.

Przyktad 5.3

Dany jest zbidr symboli C ={e, g, h,i} i przypisane im czestosci f(e) =3,
f(g) =3,f(h) =8, f(i) = 6. Co oznaczajg czestosci? Oznaczajg, ze w danym
jezyku zapisywanym przy pomocy tych czterech symboli na kazde 3 wystgpienia
symbolu e symbol g pojawia sie tez 3 razy, symbol h 8 razy, a symbol i 6 razy.
Wynika z tego, ze dla tych czterech wymienionych symboli symbol h pojawia sie
najczesciej.

Czestosci symboli sg niezbedne do obliczenia wagi kodu.

Definicja 5.2

Niech C = {ay, ay, ..., ai} jest zbiorem symboli, za$ f (a,), f(az), ..., f(ay) sa cze-
stosciami tych symboli, gdzie k jest dowolng liczbg naturalng dodatnig nie mniejsza
od 1. Przyjeto, ze dany jest zbidor charakteréw kodujgcych poszczegdlne symbole
oraz ze l(ay),l(ay), ..., l(ay) sa dtugosciami tych charakteréw kodujacych. Wtedy
waga kodu jest w = =K f(a)l(a)).
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Przyktad 5.4
Obliczy¢ wage kodu: a- 11,b- 0,c-101,d - 1000,e - 1001 o czestosciach
fla)=5,f(b) =8,f(c) =8,f(d) = f(e) = 1.

Waga kodu wynosi:

w = f(a)-l(a) + f(b) - 1(b) + f(c) - l(c) + f(d) - L(d) + f(e) - I(e) =
=5-2+8-1+8-3+1-4+1-4=50

5.3. Kod Huffmana

Im mniejsza waga kodu, tym kod jest efektywniejszy. W podrozdziale zostanie
zaprezentowana metoda konstruowania najefektywniejszego kodu prefiksowego.
Kod ten zostat skonstruowany przez D.A. Huffmana [3]. Produktem algorytmu
Huffmana jest zawsze optymalne rozwigzanie dla znanego zbioru wejsciowego.
Algorytm nalezy do najefektywniejszych systemow bezstratnej kompresji danych.
Niestety nie jest on efektywny obliczeniowo. Algorytmu Huffmana nie uzywa sie
samodzielnie. Wykorzystywany jest jako ostatni etap kompresji np. MP3 lub JPEG.

Fenomen algorytmu Huffmana:
e prostota dziatania,

e brak ograniczen patentowych.

Idea kodu Huffmana [1, 2] polega na tworzeniu stéw kodowych (ciggéw bitowych),
ktore tym mniej zajmujg bitdw, im czesciej dany symbol wystepuje. Jesli chodzi
o kod Huffmana, to:

e Jest kodem prefiksowym.

e Jego Srednia dtugos¢ stowa kodowego jest najmniejsza sposrdd kodéw prefikso-
wych.

Algorytm konstrukcji statycznego kodu Huffmana

Algorytm sktada sie z kilku charakterystycznych krokéw [1, 2]:
Krok 1. Zlicza sie liczbe wystgpien kazdego symbolu w uzywanym jezyku.
Krok 2. Tworzy sie drzewo binarne.

1. Dla kazdego symbolu tworzy sie wierzchotek, ktéry przechowuje pary: symbol
oraz wartosc liczby réwnej liczbie wystgpien tego symbolu w badanym jezyku.

2. Porzadkuje sie wierzchotki wzgledem wzrastajgcej czestosci.

3. Nastepnie taczy sie dwa wierzchotki z najmniejszymi wartosciami czestosci,
ktore tworzg nowy wierzchotek. Wierzchotek ten ma wartosé¢ réwng sumie
wartosci obu potgczonych weztéw. Tworzy sie liste drzew binarnych.
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Czynnosci 2 i 3 powtarza sie tak dtugo, dopdki jest wolny wiecej niz jeden wezet.

Drzewo, ktdre pozostanie na liscie, jest nazywane drzewem Huffmana. Prawdo-
podobienstwo zapisane w korzeniu jest réwne 1. W lisciach drzewa zapisane s3
symbole. Nastepnie na podstawie drzewa tworzone sg stowa kodowe. Kazdej lewej
krawedzi i prawej krawedzi przypisuje sie odpowiednio 0 i 1. Jest tez mozliwe przy-
pisanie odwrotne, ale w dalszej czesci rozdziatu korzysta sie z pierwszego przypisa-
nia. Kolejnym etapem jest odczytanie kodu dla kazdego symbolu (liscia). Kod ma
poczatek w korzeniu, a koniec w symbolu (lisciu) i jest on ciggiem zer i jedynek.
Dtugosé stowa kodowego jest zalezna od potozenia symbolu w drzewie.

Wady algorytmu Huffmana

Algorytm jest algorytmem niedeterministycznym. Nie okresla w jasny sposdb kolej-
nosci wybierania drzewa z listy w przypadku takiego samego prawdopodobienstwa
drzew oraz tego, gdzie umiesci¢ usuwane drzewo, na pozycji lewego czy prawego
poddrzewa. To wszystko nie ma wptywu na $rednig dtugos¢ kodu, ktéra pozostaje
taka sama bez wzgledu na przyjete rozwigzanie.

Przyktad 5.5

Skonstruowac drzewo Huffmana dla zbioru symboli od podanych czestosciach
wystepowania: f(a) = 28, f(b) = 6,f(c) =8,f(d) =21, f(-) = 2,f(+) = 5.

Krok 1. Umieszczenie jednego wierzchotka dla kazdego symbolu na najwyzszym po-
ziomie. Oznaczenie wierzchotkdw odpowiadajgcymi im symbolami i przypisanie im
czestosci wystepowania symboli w jezyku. Uporzadkowanie wierzchotkdw wzgle-
dem wzrastajacej czestosci.

Poziom 5 @ 5@ 6@ 8@ 21@ 28@

najwyzszy

Krok 2. taczenie dwdch wierzchotkdw o najmniejszej czestosci do nowego wierz-
chotka na poziomie o jeden wyzszym. Oznaczanie nowego wierzchotka suma
czestosci. Podniesienie pozostatych wierzchotkdw o jeden poziom wyzej, tak je
przestawiajgc, aby zachowane byto uporzadkowanie wierzchotkéw wzgledem
wzrastajacej czestosci.

Poziom 6 @ 7 3 @ 21 @ 28 @

najwyzszy
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Krok 3. Powtarzanie Kroku 2 tak dtugo, az na najwyzszym poziomie zostanie jeden
wierzchotek.

Poziom 3 @
najwyzszy

Poziom
najwyzszy 21 21 @ 28 @
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Poziom
najwyzszy 28 @ 42

21 21

Poziom 70
najwyzszy

21 21
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Krok 4. Usuniecie wszystkich etykiet czestosci oraz oznaczenie kazdej lewej krawedzi

przez 0, a kazdej prawej krawedzi przez 1.

Tak otrzymany graf nazywa sie drzewem Huffmana.

Przyktad 5.6

Dla drzewa skonstruowanego w Przykfadzie 5.5 zbudowac tabele kodu.

Kod wybranego symbolu otrzymuje sie, wypisujac wszystkie 0 i 1, jakie napotyka
sie na drodze o poczatku w korzeniu drzewa i koricu w wierzchotku przypisanemu
danemu symbolowi.

Symbol Czestos¢ | Kod Huffmana
a 28 0
b 6 1010
c 8 100
d 21 11
+ 5 10111
— 2 10110
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Przyktad 5.7

Na podstawie danych zawartych w tabeli w Przyktadzie 5.6 obliczyé wage kodu.
Jest to kod prefiksowy, ponadto symbole o wysokiej czestosci wystepowania majg
krétsze kody niz te o matej czestosci. Waga naszego kodu wynosi:
w=28-1+6-44+8-34+21-24+5-54+2-5=153

Kod Huffmana jest kodem o najmniejszej mozliwej wadze posréd wszystkich kodéw
prefiksowych.

Podane w powyzszym algorytmie czestosci wystepowania symboli mozna zastgpic
prawdopodobienstwami pojawienia sie poszczegdlnych symboli. Procedura przej-
Scia od czestotliwosci do prawdopodobienstw jest nastepujaca:

£z Prawdopodobienstwo
Symbol Czestosc b= fi

fi Y Nici6fi
a 28 =
70
b 6 L
70
c 8 2
70
21 z
70
+ 5 >
70
_ 2 2
70

Yi=16fi =70 Yi=16Pi =1

Entropia, w ramach teorii informacji, jest definiowana jako srednia ilos¢ informacji
przypadajaca na znak symbolizujgcy zajscie zdarzenia z pewnego zbioru. Zdarzenia
w tym zbiorze majg przypisane prawdopodobiernstwa wystgpienia.

Przyktad 5.8

Na podstawie danych z Przyktadu 5.7 obliczy¢ entropie odpowiadajgcg kodowi
i poréwnac jg z entropig Shanona.

Symbol pi Kod Huffmana Dtugos¢ [bit]

a 28 0 1
70

b L 1010 4
70

c 2 100 3
70
ks 11 2
70

+ > 10111 5
70

- 2 10110 5
70
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Skop=1"2+4 2432422 45.245.2=-23
70 70 70 70 70 70 70

Sswanon = — i=1,6Pilogzp; = 2.13

Kod Huffmana ma najmniejszg entropie sposréd koddéw prefiksowych. Wartosc¢
tej entropii jest bliska teoretycznej granicy danej wartoscig entropii Shanona.

Kody Huffmana majg duze znaczenie w praktyce, ze wzgledu na zastosowania do
efektywnego przesytania wiadomosci oraz do projektowania struktur danych bedga-
cych drzewami poszukiwan.

Wiecej informacji na temat kodu Huffmana mozna znalezé w [4].

5.4. Zadania do rozwiazania

1. Rozwazy¢ nastepujacy tabele kodow:

Symbol Czestosc Kod 1 Kod 2
A 2 111 1000
B 12 110 01
C 1 10 11111
D 6 0 10

a) Obliczy¢ wagi koddw.

b) Ktory z kodéw jest kodem prefiksowym? Uzasadnié¢ odpowiedz.

2. Zbudowac optymalne drzewo binarne z podanymi wagami i obliczy¢ wage tego
optymalnego drzewa binarnego.

a) 2,3,5,7,10,13,19 [4]
b) 2,4,6,7,7,9 [4]
c 1,1,2,4,7,9,15
3. ZnaleZ¢ najbardziej efektywny kod prefiksowy dla zbioru czestosci {5,5, 10,11,

19,20,30}. Jaka jest $rednia dtugo$é zakodowanej wiadomosci majgca sto
liter?

4. Czy zbior {00,01,100,1010,1011,11} jest kodem prefiksowym? Czy da sie
odkodowac stowo 0010011101010100001? [4]
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5. Rozwazy¢ nastepujacy alfabet:

Symbol Czestosc
3
b 1
c 2

a) Znalez¢ kod Huffmana dla podanego alfabetu i obliczy¢ jego wage.
b) Zakodowac¢ informacje: baccab.
c¢) Odkodowaé wiadomos¢: 01001001.

d) Obliczy¢ entropie odpowiadajgcy kodowi i poréwnac jg z entropig Shanona.

. Rozwazy¢ nastepujacy alfabet:

Symbol Czestos¢
e 4
f 5
+ 7
* 8
( 12
) 25

a) Znalez¢ kod Huffmana dla podanego alfabetu i obliczy¢ jego wage.
b) Zakodowac informacje: e - (e + f).
c) Odkodowac¢ wiadomos$¢: 11001011101101111110010011010.

d) Obliczy¢ entropie odpowiadajgcg kodowi i poréwnac jg z entropig Shanona.

. Zaprojektowac kod Huffmana dla podanego alfabetu. Obliczy¢ wage kodu [5].

Symbol Czestos¢ Symbol Czestos¢
A 16 M 4
H T 12
I 8 Q 5

Odkodowac informacje: 1010010001101100.

. Dany jest fikcyjny alfabet sktadajacy sie z szesciu liter: n, f,u, m, h, a z nastepu-
jacymi czestodciami liter: n —22,f —5,u—18,m—17,h — 2,a — 7. Zapro-
jektowac optymalny binarny kod prefiksowy dla tego alfabetu. Obliczy¢ wage
i entropie kodu. Odkodowaé wiadomos¢: 000010000100010100111. Zakodo-
wac informacje: human.
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9. Dany jest fikcyjny alfabet sktadajacy sie z szesciu liter: r, x, m, t, i, a z nastepuja-
cymi czestosciami liter:r — 13,x — 7,m — 6,t — 3,i — 29, a — 2. Zaprojektowac
optymalny binarny kod prefiksowy dla tego alfabetu. Obliczy¢ wage i entropie
kodu. Odkodowa¢ wiadomo$¢: 1110110011011001111. Zakodowac informacje:
tram.

10. Dany jest fikcyjny alfabet sktadajacy sie z siedmiu liter: a, b, c, x, ¥, z, w z nastepu-
jacymi czestosciami liter:a — 22,b — 17,¢ — 20,x — 5,y — 12,z — 21,w — 3.
Zaprojektowaé optymalny binarny kod prefiksowy dla tego alfabetu. Jaka jest
Srednia dtugos¢ zakodowanej wiadomosci sktadajgcej sie ze 100 liter alfabetu?

5.5. Wskazowki i odpowiedzi do zadan

1. a) w; =50,w, =49 b) Kod 1
3. 260
4. Tak.
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